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Spezielle Thetafunktionen von vier Veränderlichen. 


Von Herrn Heinrich Jung in Marburg a. d. L. 


In einer Arbeit im 126. Bande dieses Journals”) habe ich spezielle, 
nicht /tremannsche Thetafunktionen behandelt. Es soll nun im folgenden 
der besondere Fall der T'heta von vier Veränderlichen genauer untersucht 
werden und vor allem sollen die in den dort angegebenen Formeln auf- 
tretenden Konstanten bestimmt werden. 

Es handelt sich im wesentlichen, wie wir sehen werden, um die 
Bestimmung von viermal je sechzehn Konstanten. Die Darstellung dieser 
sechzehn Konstanten ist ganz analog der Darstellung der sechzehn Kon- 
stanten, die bei den T'hetafunktionen von zwei Veränderlichen auftreten, und 
ist vielleicht nicht ohne Interesse. 

Die Nullwerte der geraden 'I’heta hängen in dem hier behandelten 
Falle von 9 Parametern ab, während sie im allgemeinsten Falle von 10 
Parametern abhängen. Der hier behandelte Fall ist also von derselben 
Allgemeinheit wie der /tremannsche Fall. Er muß durch eine Gleichung 
zwischen den Nullwerten charakterisiert sein. Es handelt sich dann noch 
um die Aufstellung dieser Gleichung. Ferner sind die vier Argumente der 
hier betrachteten Funktionen nicht willkürlich veränderlich, da ja für sie 
Integrale erster Gattung gesetzt sind. Es werden also zwischen den 
Funktionen Gleichungen bestehen, die im allgemeinen nicht bestehen. 
Diese Gleichungen lassen sich leicht aufstellen ($ 8); Von dieser Be- 


*). Über Thetafunktionen, die nicht zur Riemannschen Klasse vehören. Ich zitiere 
diese Arbeit im folgenden mit Th. I. 
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schränkung kann man sich übrigens mit Hilfe des Additionstheorems frei 
machen. 

Ich benutze im folgenden öfter meine Arbeit: Ein Satz über Theta- 
funktionen, in diesem Journal Bd. 128, die ich mit Th. II zitiere. 


s1. 
In betreff der Bezeichnungen verweise ich auf Th. I. Die dort vor- 


kommende Zahl o ist hier gleich 4 zu setzen. Wir haben zunächst zu einem 
Körper vom Range zwei 


K(p, V(p- e)...(P-@)) = Kp, 9) 


die Quadratwurzel aus einer rationalen Funktion //(p, g) zu adjungieren. 
Die Funktion // wird in unserem Falle, von der Ordnung 10 an der Stelle 
’r, unendlich, und an den Stellen 0,,0, von der zweiten Ordnung, an den 
Stellen 7,,... 7, von der ersten Ordnung Null. Den so erhaltenen alge- 
braischen Körper bezeichnen wir mit A(VIM) = K(z). 

Die zu dem Körper Ä(p, gq) gehörenden Normalintegrale bezeichnen 
wir mit 2 und 7°. Ihre untere Grenze sei ,. Die zu Ä(p, 9) gehörenden 
T'hetafunktionen bezeichnen wir mit 9(»| 7’) oder einfacher mit 9. Die T'heta, 
die aus diesen dadurch hervorgehen, daß man die Perioden 7’ mit zwei 
multipliziert, bezeichnen wir mit y. Wir nehmen in die Bezeichnung dieser 
Funktionen durchweg nur ein Argument auf. 





Die Thetafunktionen von vier Veränderlichen, die wir hier darstellen 
wollen, bezeichnen wir mit 9. Die Indizes dieser Theta wählen wir nach 
der Art, wie es in der Abhandlung Th. II allgemein geschehen ist. Wir 
denken uns jede Charakteristik 


U,, Un, Us, U, 
Vi, Y2, Y3, Vı 


aus den beiden Charakteristiken 


k u, Hs ,, Us, Us 
l — , 19) => 
v, V, V;, V; 


zusammengesetzt, also aus zwei Charakteristiken von T'hetafunktionen zweier 
Veränderliehen. Wir nennen 4, den ersten und %k, den zweiten Teil der 
Charakteristik. 
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Die Charakteristiken Ä, bezeichnen wir nun so. Wir geben den 6 un- 
geraden die Indizes 1,2,...6 und den 10 geraden die Indizes 123, 124,...456, 
wobei wir festsetzen, daß zwei Kombinationen zu je drei Ziffern, die zu- 
sammen alle sechs Ziffern enthalten, dieselbe Charakteristik bezeichnen sollen. 

Die Charakteristiken 4,, die gleichzeitig Charakteristiken der hier 
vorkommenden Theta zweier Veränderlichen sind, bezeichnen wir wie in 
Th. I, 8.10. Wir setzen also 


1 ER 00 00 

00 50 0, 
o=n=(00) w, =. ° hr) A 10 4, 0, 
VO 00 2 


und noch zur Abkürzung ©, 9, —=w,, 1,%,—=1n,. Aus diesen lassen sich alle 
anderen in der Form »,r, zusammensetzen. 

Ist nun «a, das Zeichen für eine Charakteristik der ersten und «, das 
für eine der zweiten Art, so bezeichnen wir die aus beiden zusammengesetzte 
mit a,@. Den Thetafunktionen geben wir den Index der zugehörigen 
Charakteristik. Danach haben wir für unsere Funktionen g von vier Ver- 
änderlichen folgende Tabelle, in der der Einfachheit wegen nur die Indizes 
hingeschrieben sind. 

I. Die zur Periode O0 gehörenden Funktionen. 

a) Die ungeraden Funktionen: 


I I b. (2=0,1,2,3) 


174 [74 
b) Die geraden Funktionen: 


IT, 123, IT, 124, 20, 108; (@a=0,1,2,3) 


a 


Il. Die zur Periode », gehörenden Funktionen. 
a) Die ungeraden Funktionen: 


71,0, 1, 2,02, ...12,0,6; :=0,2) 
71,0,123,7,0,124,...r,o,156. (a=1,3) 

b) Die geraden Funktionen: 
71,01, 7,0,2, ...7,0,6: (a=1,3) 
71,9,123, 7,» 124, ... 7,0, 156. (a=0,2 


Für die zu den Perioden ®, und &, gehörenden Funktionen ist es 
analog wie bei den zur Periode », gehörenden. . 
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$ 2. 


Wir betrachten zunächst die zur Periode Null gehörenden Funktionen g. 
Ist 9 irgend eine der zum Körper A(p,g) gehörenden ungeraden 
Thetafunktionen, so ist bei geeigneter Wahl von « (siehe auch Th. I. $ 9.) 


’ I (t—t 
(1.) Lt-)=- ar Bo: 
| P— 8a Yp u. 


’ 


eine Funktion, die nur an einer Stelle im Körper A(p, g) Null wird. Dabei 
können und wollen wir die Konstante « so gewählt annehmen, daß L un- 
abhängig ist von der Wahl der ungeraden Funktion 9. 

Wir bezeichnen ferner den Wert, den die Integrale erster Gattung 
‘®, ” in den Nullstellen 7, der Funktion // annehmen, mit {, t® und die 


Werte, die sie an den Nullstellen 9, und g, annehmen, mit r(, r und 
Dr”, Weiter setzen wir zur Abkürzung 


(2.) 1(i) + ı® + @ + { + ü) d> — 250, (=1,2) 


Um nun die ungeraden Funktionen zu bekommen,“) haben wir aus 
dem Produkte 


(3.) SO= NL(-t,) 


am! 


o--3, d.h. 4-3=1 Faktor herauszunehmen, etwa den Faktor L(t-1t,). 
Dann haben wir z. B. 


Pa n Ü: E VL (t A t,) VL (E— t,) v.,( + e+ Sa); 


und darin ist (Th. I, Seite 18, Zeile 2) 


BEL HTD, «=1,9 

oder da 
OLD HP HP =0, (mn 
(4.) =) _.s®, (=1,9 


Die Bezeichnung wird am übersichtlichsten werden, wenn wir in der be- 
trachteten Funktion %,„ den Index » gleich « nehmen. Dann haben wir 


*) Th. I, Seite 44, Formel Ia, und $ 19. 





für die ungeraden Funktionen die Darstellung 


(.) 


o—1-=3 Faktoren auszuwählen, etwa /(1—1,), L(t—t;), L(t—t,) und zu 
einem Produkte /(f) zu vereinigen. Ferner haben wir das konjugierte 
Produkt, das mit /’(f) zusammen S(?) ergibt, zu bilden. Dies bezeichnen 
wir mit P,(f). Zur Vereinfachung wollen wir folgende Bezeichnung fest- 
setzen. 
Ferner wollen wir setzen 


(9.) 


nnd 


Setzen wir noch allgemein 


so bekommen wir z.B. (Th. 1, $ 18, IP) 


Hierin ist € eine von A unabhängige Konstante. Wir können sie also mit 
(',;, bezeichnen. Ferner ist 


(4) 


Für den Index n werden wir hier @&%y wählen müssen oder auch deL, da 
)a die Indizes n,«ßy und n,ded dieselben Funktionen bezeichnen. Daraus 


(8) 


Dann ist 


(6.) 


Hierin ist der Faktor C, nur von «, aber nicht von A abhängig. 
Um die geraden zur Periode 0 gehörenden Funktionen zu bekommen,“) 
haben wir aus dem Produkte 


Die 6 Indizes 1,...6 wollen wir auch mit «&, %,y, 0, &, € bezeichnen. 


Pant | Bag Ya, (EC Ü+ Sag) + Rap Yn,(Ü— + Sapı } L. 


Saas, = ri + y(D + Ü) + 7% + rn @ er @ 4 { Ip Sec (=1,2) 


*) Siehe Th. 1, $ 18 und 19. 
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pn,a= 0, EVLAt-t,) VL('-t,) w„,(t+ + s,). 
) BE ei. 


(\=VUV), Gel. 


b) 


6 
SO-MLU-1) 


\ 


_/) 


Lt—-t)=1 Lt—t)=L, 


a.) 


L,L,=L.», L.L,L,=L.,, USW. 


’ 


Pü)=L., FÜ=La: 


Vlas; Lie: —-R.. > 
15 Pe 
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folgt auch, dab 
Co = User 
zu setzen ist. 
Danach haben wir für die geraden Funktionen der Periode O0 die 
Darstellung 


(1P.) p 1, adr . Car) Ras; Ww, ‚(t Pr Ü+ Say) + Rs; VW, (t— t + Susr)) E. 


(=V0,...3; a5y =123,124,...156) 


Bezeichnen wir die Nullwerte der eeraden Funktionen %, mit c,, so 
> Pa a) 
bekommen wir aus (]°.) durch Nullsetzen der Argumente (!={) 


( [°.) Cnjaßr 2 k ( ar V, (Sa5y) ’ 
wo gesetzt ist 


78 im IYSOE | 
9) lage 3 73 


$3. 
Es handelt sich nun um die Bestimmung der im vorigen Paragraphen 
eingeführten 16 Konstanten 


Y Y / “ 
(a4 re Users Aysı 


Dazu benutzen wir die in der Arbeit 'T'h. II abgeleiteten Gleichungen 
(Th. Il, $4). Wir haben zu bilden, wenn « irgend einen der 16 Indizes 
1,2,...6, 125,...156 bezeichnet, 


3 
(2,) A, — 2 (N) Pa,u Pa,nzu: 


au 


Hierin bedeutet (n,) ein Vorzeichen, das der Bedingung genügen soll 


(2.) (7, 715) .. (N,) (71;) 2 


Es können also etwa die Vorzeichen (7z,) und (z,) willkürlich gewählt werden. 
Dann ist (z,) gleich (n,)(m). Das Zeichen (m,) ist gleich (n,)(r,), also 
immer gleich +1. Da 4 irgend einen der Werte O,...3 haben darf, so 
bekommen wir bei feststehendem « im ganzen 2°-4=16 Größen A,. Von 


diesen sind aber 6 identisch Null, so daß noch 10 bleiben. Geben wir u 
alle möglichen Werte, so bekommen wir 10 Reihen von je 16 Funktionen 
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A, und nach Th. II bestehen zwischen den Funktionen einer Reihe dieselben 
linearen Gleichungen wie zwischen den Quadraten der 'T'heta zweier Ver- 
änderlichen. 

Wir bilden nun zunächst die Größen A, einer Reihe in unserem 


HH 
Falle. Erstens eine der Größen A,,... A,, etwa A,. Es wird 


A, vn ( 1 FE L, L, 2 (a,) Vn, ({ + — $,) Wr, U; (t + l— Sı)- 


Nun ist aber nach den zwischen den Funktionen w und den Funktionen 
bestehenden Gleichungen”) die Summe 


S,a)v, oO) Yan) 


in den 10 Fällen, wo sie nicht identisch Null ist, gleich dem Produkte aus 
einer der 10 geraden Funktionen 9 und ihrem Nullwerte. Bezeichnen wir 
den Nullwert einfach durch 9, so können wir setzen 


3 
2 (71,) Y TE. (v) Pa,n; (v) =440 (v). 


a—ı 
Darin ist dann I(v) irgend eine der geraden Funktionen 9, je naclhı- 
dem wir (71,), (7,) und 4 wählen. Danach wird 


(3.) A=UELL99It+t0—s,). 


Analoge Darstellungen gelten für A,, A,,... A, 


Ferner bilden wir eine der Funktionen A,», ... Ay, etwa A,,. Es wird 


* | 3 7 
2 2 ! v ! ' ‚ . 
FOR = ( 123 v | BR ER = (N.) Wr, (t tag ! + 8,23) u Tz ,(l u age { + 8125) 


ai 


3 
+VSO 56 [av -t+ 8) Wan, 14 510) 


3 
+< (n, v.(t- + 8123) Van; (t —t+ so) ] 


at) 


3 
+ La Lu 9.) Wr, (14 5%) Pal + Sn)). 


Benutzen wir auch hier die schon erwähnten Gleichungen zwischen den 


*) Arause, Transformation der hyperelliptischen Funktionen, Leipzig, $ 10, 
Formel 2 und 3. 
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Funktionen w und 9, so bekommen wir 


C° a E? n ' ! ! 
| 123 = 73 (t FR PreRRY Ev, (t—t + 8123) + La Lass 343 (t—1 + 5123) 


r. WO 
(4.) -} ee 
| -r 2 VS S (f) Av (t—f) I Ga) 


C 


Dabei ist 4 wieder eine der geraden Funktionen 9; welche, das 
hängt von der Wahl von (n,), (7,) und 4 ab. Analoge Darstellungen gelten 
für die anderen Funktionen A,;,. Wählen wir ein spezielles 9, so bekommen 
wir die 16 Größen A, 
scheiden sich nur durch die Wahl von 9. 

Setzen wir noch in Formel (4.) ?=t' und bezeichnen den Nullwert 


einer Reihe. Die 10 verschiedenen Reihen unter- 


1 


(5.\ aa 0,99 (2), 


von A,;, mit @,;,, so haben wir 


wo 4 dieselbe Bedeutung hat, wie früher ($ 2, 8, 8.6). Wir werden im 
folgenden auf die Vorzeichen wenig kücksicht nehmen. 


$4. 
ls besteht nun z. B. die Gleichung 


(1.) Ay; Ay + 25 Ay + a5 A; ty A, — 0. 


Denken wir uns hierin die Werte eingesetzt und den Faktor #° fortgehoben, 
so bekommen wir eine Gleichung, die identisch für jeden Wert von ? und 
gilt. Setzen wir ? gleich 1, und 7 gleich /,, so werden A, und A, gleich 
Null. Wir können dann die Gleichung (1.) nach Forthebung gemeinsamer 


Faktoren so schreiben 


| Us Ci (,—t) I, (,— t,) 3 (S156) Y (+ 4+5,) u 
+ ( 256 ( 2 L. (,—1,) I. (4—1,) U (S256) v2 (+ bu+ 82). 


Nun ist aber”) 


(2.) 


+, + br, rs = So. 
l;benso ist 
+ u4tS2 = = Ss» 


*) Eigentlich müßten wir den Größen in der folgenden Gleichung den oberen 
Index :(=1,2) geben wie in der Gleichung 2, $ 2. Der Einfachheit lassen wir ihn aber 
hier und im folgenden fort. 
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Ferner wollen wir zur Abkürzung setzen 


(3.) I, (t„—t;) ” («|P) (0 P). 
Dabei soll (e|?) ein alternierendes Vorzeichen bedeuten, also der Gleichung 
genügen 


(4.) («|B) = —(Ple), 


sodaß die durch Gleichung (3.) eingeführten Größen (« 7) die Eigenschaft 
haben 

(5.) (eP)= (Pe). 
Jetzt können wir die Gleichung (2.) so schreiben 

Gl A) AH = + Ci (23) (24) 

oder 

0 23) &H) Ed 
Wir setzen 


( aßr B 
. = Dep y 
(de) (el) (0L) 


wenn @,/,7,0,:,{ in irgend einer Reihenfolge die Ziffern von 1 bis 6 
bezeichnen. Dann bekommen wir, da wir der Herleitung nach in der 
Formel (6.) die Ziffern 1 bis 4 irgendwie permutieren können, 

(7.) G Eins z— > ( r Eins ' + ( 3 Een > ( r . 
Den gemeinsamen Wert dieser Ausdrücke bezeichnen wir mit @„. Analog 
denken wir uns noch Größen «>, 4, @,, usw. definiert. Nun ist 


G; Ba» GB .ı dı2 Az4 
( - BP Gz Bi a a4 
Also besteht die Gleichung 
a2 132 


8.) a4 a 
Diese Gleichung repräsentiert ein Gleichungssystem, da man in ihr die 
Indizes irgendwie permutieren kann und auch die Indizes 5 und 6 für irgend 
einen Index einsetzen kann. Wenn aber ein solches Gleichungssystem be- 
steht, so kann man setzen 

da Ia I;: (a > 3=1,...6) 


Journal für Mathematik Bd. 130. Heft 1. 





10 Jung, spezielle T'hetafunktionen von vier Veränderlichen. 


Setzen wir jetzt noch 


cd 
(?— 
1. 


so können wir die Gleichungen (7.) schreiben 
Br =9s g, B,=9.9; B, >. B,. 
Daraus folgt, daß wir setzen können 
B= VI; 


wo v einen von den Indizes 1 bis 6 symmetrisch abhängenden Faktor be- 
deutet. Dann ist z. B. 


(2 = (45) (46) (56) 7919955 Cs = (12) (13) (23) v9, 95 9- 
Nun ist aber (73 = Us, also 


(9 } Iı 9a Is m 9,95% 
(12) (13) (23) — (45) (46) (56) 


Führen wir zur Abkürzung 
(1) =(12)(13)(14)(15)(16) 
ein und die analog definierten Größen (2), ... (6), so können wir die Gleichung 
(9.) so schreiben 
HH, _ N, N. K_ 
vu va v9 Yd VO V6) 


Da aber in dieser Gleichung die Indizes beliebig vertauschbar sind, so folgt, 
daß wir setzen können 


9.=hV(e), 


wo Ah wieder einen von den Indizes symmetrisch abhängenden Faktor be- 
deutet. Danach haben wir z. B. 


(„= rh?’(45) (46) (56) V(1) V(2) V(3) 


oder, wenn wir 
(10.) (eP)PrYKe7)=(aPr) 


setzen, und ferner für das Produkt aller Größen («/P) einfach /7 schreiben, 


Oi, =rh’VIIY(123) (456). 
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Allgemein haben wir also 


(11.) Cr, =rh VITVCeßy)(ded)=C;5,: 
und 
(12.) Blei in; 
rh Y(e) 
Es handelt sich nun noch um die Bestimmung von ” und 4. Dazu benutzen 
wir die Gleichung 
(13.) + 0,55 Äy + Ay. I, + Ay Ay: — Ay Ass 0. 


Hierin wollen wir setzen =, !'=t,. Für diese Werte wird 


1 
A = E? | $$ $.3; 
ARE 
1 . | 
A = E?’(23)(24) 99 (s, 
RI 


h? /(356 (12 17 f - ‘ ‘ 
7 WRER 0.6 2 Kay 22H %2(43)(45)(46)(31)(32)(34)99(5,,), 
-h? (456) (123) 7 eg i Ä 
A DAB) Fr-ga) (35) (36) (A1) (42) (43) 99 (au), 


wo die Gleichungen 


bt 3 tuts 
benutzt sind. 
Ferner haben wir 


Ad, = Ah’ EI’ HYT er (23) (24) 9 (5,5) I (823). 
Nun ist 
9234 = 7 I1569 also (5234) 2 (Sıs6) 
und 
(23) (24) _ (23) (24) i (156) (234) 
YE)  YED(&23)@2H (25) (26) YA12) (15) (16) (25) (26) (56) (34) 


Setzen wir zur Abkürzung für den Augenblick 


n = V(12) (15) (16) (25) (26) (56) (34), 


so wird 


dh =4h EPRYI: - (156) (234) #°(s,..) 
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und ebenso 
4, A, =4Kk’ EP VIT! (256) (134) Po). 

Ähnlich wird 

Ay; Ay = 4? E* 9’ 7? Wh ITn, (356) (124) 9° (s;,;), 

Ay; Ay = 4? E* 97? RS IIn, (456) (123) 9 (s,,), 
wo gesetzt ist 

__Y(123) (124) (356) (456) 
RR (12) (56) 


Setzen wir alles in die Gleichung (13.) ein, so haben wir bei Unterdrückung 
gemeinsamer Faktoren und da, wie man leicht findet, 


nn, =Y, 
14) | (156) (234) 9° (51) + (256) (134) 9° (sa) 
1 | = + 1? h* IT\(356) (124) 9° (53) + (456) (123) F (so) 


Nun besteht aber nach Analogie der Gleichungen zwischen den Null- 
werten der Theta zweier Variabeln die Gleichung 


iso + Ass x ss + isn u 0, 
oder nach Einsetzen der Werte und Unterdrückung eines Faktors 


| (156) (234) 9° (51.6) + (256) (134) 9° (256) 


Rn | = + (356) (124) 9° (53) + (456) (123) 9° (sn). 


Nun müssen die’ Gleichungen (14.) und (15.) mit einander identisch sein, 
weil sonst Gleichungen zwischen den Größen 9(s,;,) entstehen würden, wie 
sie nicht bestehen können, da sie bei beliebiger Permutation der Indizes 
bestehen bleiben müßten, und zwar, welches gerade 9 wir auch unter 9 
verstehen. Wir bekommen also durch Vergleichung der Koeffizienten 


"N=+l. 


Wir können rechts das positive Zeichen wählen. Dann haben wir 


I_h _ Hy 


rh rh’ 


"VI = rl? VMh=h 






































Wir gehen nun zu den Funktionen über, die zur Periode », gehören 
(Th. I, $ 16, S. 37). Wie wir die Bezeichnung wählen, ist in $ 1 angegeben. 
Wir haben zunächst Primfaktoren zu bilden. Dabei wählen wir wie in Th. I 
die Halbperiode »,=56 und setzen 


| (1.) 


Über die Bedeutung der hier vorkommenden Größen sehe man 
Th. I, 8. 30 u. £. 


Das Produkt y,g, ist konstant und die Konstante « kann und soll 
so angenommen sein, daß 9,9,=1 ist. Wir haben ferner zu bilden, wenn 
wieder 0, ß,y,0,e,& die Ziffern 1,2,...6 in irgend einer Reihenfolge 
bedeuten, 


(2.) 
(3.) 


und 


(4.) 





und demnach nach Formel (11.) und (12.) 


x 2], > .. 
(1°) G= (a), ° ( 2 = iv (@Py)o (0 E&)o. 
z Dabei ist der naturgemäß unbestimmt bleibende Faktor A mit dem Index 0 


versehen, und ebenso die anderen Größen, um anzudeuten, daß sie den 16 
zur Periode 0 gehörenden Konstanten zugehören. 


Die Formeln (16.) zeigen deutlich die Analogie mit den 16 Kon- 
stanten, die bei den Thheta zweier Variabeln auftreten. Man braucht nur unter 
den Größen (@P) zu verstehen «„—a;, wo die Größen «a,,...«, irgend 
6 Konstanten sind, um diese 16 Konstanten zu haben. 


o,(u+u)o,(u—u 
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b 


Od. 


747 


oO 





= 0, (uU—M,) a 
er VYolu+u)o(u— u) Vp,p!®? + Yp,p'® ) 
lt o,(u-+ 1,) A | (1 
—— Yol@w+u)o(uw—u) Yp.,p — Yp,p\? 


2 


BE 7 0 gie joe GER 0 
F — Ju939; 954: I; (7 I, 139.959:9:; 


Mapr) __ 3 '  .2E.20 Zi (aßy) Ar r nm ' ! ! 
F u — 9.959,98 I: Jh G, '=6, 939; 959:9: 


En vow 
‚YS O=F o,(u + %)o,(u— u) 


(A=1,2,...6,123,124,... 156) 


Be) 
YF VS(N=@G,, 
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wo S(?) wie in $2 das Produkt Z(t—t)L(t—1,) ... L(t—t,) bedeutet. Ferner 
setzen wir 


1 
A „ut +++; +W)=n, 
9.) 





1 i 1 a 
Y Lug 9) U, band has 1 Pr .) (u, + Uz + u,) - hußr a... hjs: . k 


Diese Ausdrücke haben wir in die Formeln Th. I, S. 40, II einzu- 
führen. Führen wir F,,@,,4, ein, so werden wir passend für den Index n 
von g setzen w,«@, führen wir aber ein F\,;,, @43,, Aus,, So werden wir n 
gleich w,n,«/y setzen. Denn dann werden in Übereinstimmung mit unseren 
schon gemachten Festsetzungen die Funktionen 





Pon,a ’ f WT71za I Poasy} Pw,nsa3r 
serade Funktionen und die anderen ungerade. 
Danach haben wir 


EK, [ 


F Tu a Vo, u (t—t') U E F, [9 (u > )..) 9, (W— 4.) 
u 


—(— 1)? 0,(u—4,) 0,(u'—4,)] 








11°.) | 
+V@G,6,[0,(u +4,)0,(W+4,) | 
| ER — (— 1)?0,(u+2,)0,(u'+2,)] 
EK, # v7 u rn 
Yon, er Van, (tt) U I r (7, [0,(u—%,) ,(H + 1.) 
u—l 
pp: — (1) 9,(u—4,)0,(W+4,)] 
(il. 
+VF,@,[o, (u+4,)0o, (W—%,) 
nl 
ö — (—1) " 9(u+4,) W—h)]!, 
(u=l, 
EK,s, (5 . ; 
Pan ya (—P) IN Fra, a5, [9 (U —Rasr) O1 (U + As,) 
u—l 
(I1® ) -(-1) ’ 0,(U—hus,) 0,(W+4,,,)] 


+ V Ps; (Fasz (9, (W + A 4Br) 0, (u — Rusy) 


—1 


— (1) ? 0,(ut ku) Ag], 


(u=1,3) 
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__ ER (vp 


All ” ! r 
Tortınuasr Yorn, tt) ° rt [9 (U—A,e,) 9 (U —Aap,) 
mu 


a.3Yy 
u 
.. (— 1) : (U er A, 44) (uU — h, 3) )| 
+ l G,,@, Ir (9, (r ME h, jr) 0, (+ h, ; ) 
(Di olu+ 2,2) 00 + kug)]). 


‘ 


(II) 





(u=V,?2) 


Hierin bedeuten die A Konstanten, die nur von ihrem Index abhängen, 
aber nicht von «. Und es handelt sich nun im folgenden um die Be- 
stimmung dieser 16 Konstanten oder ihrer Verhältnisse. 


Die Nullwerte der geraden Funktionen y, bezeichnen wir mit «,. 


N 


! 


Wir bekommen sie, wenn wir in den Formeln (IIP.) i=f, u. setzen, 
Setzen wir wieder 





|EyS()\ BR 
Lt 


so bekommen wir, da F9G®—1 ist, z. B. 
’ | ZLt-t) | 9K® (u—4)o,{u+4)— 0, (u+ 4) o,(u—/)) 
a—_—_ a .. | 3 AR 
ge nn BA. g. o(u+u)o(u—u) 
Nun ist aber 


, . a r B e De . 2 \ ( 2 rl ' ) rk 
0,(t—k) (u +4) — 0, (uU+4) 0,(u—4) 2. (07 u— 0}; u) SL +0; 4, 
0; 
2 5) 07 (24 20) 

—_ (0, N—0; U j 

( 1 03 ) 0,(0 20) 
Setzen wir zur Abkürzung 


(6.) 


so wird also 


f Li—t) \ 0u—0:u 


Um t-Öhn oura)eu—u) 7 


0, (2 A, 2) 


f c ; an ‘ % 
(U .) | ( TWwı@ 2 / I K, 0, (0 20) R 
Analog wird 
u ©: r 0, (Bi, 2w) 
Crzoja —2kg, K, 0,(0 20) 
3 | 0 a 9 
(11.%) Cap =2hg Kos, 0.020) ’ 


( 





- 0,(2A.3,|2W) 
= 2kq,K... rer i 
2 9, 0.59) 0, (VO ) ©) 


. 
92 01 ady 











16 Jung, spezielle Thetafunktionen von vier Veränderlichen. 
9, 5] 


Dabei ist zur Abkürzung gesetzt 


(7.) [ Le—t) ) „_ ourom 
u”. mo Chu o(u+u)o(u —u)) 


=> ( 


1* 
Die Größen y und g, werden Konstanten sein. Außerdem ist y gleich 
4, wie wir jetzt zeigen. 


Wir bestimmen ”'. Es ist 


g 
(8.) H_VmaltNM) Fureou 
G Ppuue (Tuer) EP ou—oru 


Nun ist aber nach Th. I Seite 42, oben 


/9 ) Vo, (t—t)  10,u0,uW—0,uo0, u 
Be Vo (t—E) @0,u0,uW+0,uo,u’ 


wo « eine Konstante ist. Diese müssen wir nun aber näher bestimmen. 
Es ist nach den zwischen den Funktionen ı und 9 bestehenden Gleichungen”) 


(10 ) Ya (t—t) ' I, Inw(t—) + I, Ina, (E—E) 
| Vn,o, (t—t') Ei Io Im, (E— t)— 91, 9,0,(t—t) 


Aus (9.) und (10.) folgt 


(11 ) 1 O,Uu Ö, w—0, u 0; u 2” Fa, In, (t—t) + Io, I, (t —t') 
& O, 2 0, u + 0, U Ö, u I nz w; Fırw, (—U!)— In, Io, (t— t') 


Hierin wählen wir als obere Grenze von « und ? den Wert e, und 
als obere Grenze von f und « den Wert e,. Dann wird «—=0, « gleich 


der Halbperiode, die o, in o, überführt, also gleich . (Weber a. a. 0. 8.52). 
Ferner wird 2—f gleich der Halbperiode 12. Nun haben wir aber (Th. I, 
$ 16, 8. 38) gesetzt m= 12. Also bekommen wir aus (11.) 


1 0—0,0, V— Im, Ia,w, 


m, 


a0— 0,0, Ind, 0 ’ 
oder e=—1. 
Setzen wir nun in (9.) !=t und w=u und vergleichen die dann ent- 
stehende Gleichung mit (8.), so folgt 


G 
. FanRn 1, Yı=9. 


") Krause, Transformation der hyperelliptischen Funktionen $ 10. 
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Will man 4 genauer bestimmen, so bildet man am besten y-g, und drückt 
alle vorkommenden Größen als algebraische Funktionen von » aus. Man 
findet dann, wie zu erwarten, daß 9 konstant ist. Wir gehen darauf nicht 
näher ein. 


S 6. 
Wir gehen nun dazu über, die Konstanten A,,... A,., zu bestimmen. 
Dazu gehen wir von een Gleiehung aus, die wir zur Bestimmung der 
Konstanten (,,...0,. in $ 4 8.8) benutzt haben. In dieser Gleichung denken 
wir uns die Argumente um die Halbperiode »,56 und dann um @, vermehrt. 


So erhalten wir die Gleichungen 





” 
+ (€ 6€ Zt wroc, C, ehr A ji (4 I 0,156 f u,it ty I wi5f 5 ;56) — 0, 
(1)ı » 
+ (C, 56 Cast ICH 16Cn,:56) (y PH. PER sit N) Br, ;) ), 
Diese Gleichungen bestehen für d9=+1 und für d=—1. Außerdem 


kann man die Indizes 1,...6 beliebig permutieren, wenn nur die Vorzeichen 
der einzelnen Glieder richtig gewählt werden. Wir bezeichnen die in den 
Gleichungen (1.) vorkommenden konstanten Faktoren 


n,a8r © 1,037 ( Crazy‘ 1,0a5Y 


‘ ud, 


kurz mit 7,;.. Setzen wir nun in den Gleichungen (1.) die Argumente 


gleich Null, so haben wir, da Y,..,.;, und 4... ungerade Funktionen sind, 
- a 
< "56 Ca ww, 56 Cr,wi 6 Ö, 
2. 2 
@.) 
z Ns Ca, wi nz wyi . Ö. 





Hierin setzen wir für die Größen c ihre Werte aus II", S. 15 ein 
und bekommen nach Unterdrückung eines allen Gliedern gemeinsamen Faktors, 
und da 


20, (2u 20) 0,(2u 20) —=0,(0 w) 0,(2u w) = 0,0,(2 1), 


Zr ul) =0, 
i=1 
8) N 
Zr.&;0,(24)=0. 
==] 
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Wir wollen jetzt aus der Gleichung (1.) noch eine andere Gleichung 
herleiten, indem wir die obere und untere Grenze der Integrale mit den 
Nullstellen 7, und z, von H=z’ zusammenfallen lassen und zwar so, daß 
9, und 9, verschwinden, also 9, und 9, unendlich werden ($ 5).. Ehe wir 
aber die Werte der Funktionen y einsetzen, wollen wir sie etwas umformen, 
da wir allen „ gemeinsame Faktoren fortlassen oder hinzufügen können. 


Zunächst lassen wir den Faktor 


EYS(t) 
o(u+u)o, (u— u) 


fort. Würden wir nun die angegebenen Werte einsetzen, so würden einige 
der y unendlich. Um das zu verhindern, multiplizieren wir jedes y mit 
Va); wo (q,) den Wert von 9, für die obere Grenze bedeutet. Setzen 
wir dann die angegebenen Werte ein, so werden Yo: fo, für =1,...4 
gleich Null. Um die Werte, die wir für die anderen y einführen müssen, 


einfacher schreiben zu können, führen wir folgende Bezeichnungen ein. Es 
ist zunächst 4,9, =1, also können wir setzen ($ 5) 


(4, J, 22 | 2 er ©, (u — U) vr: ee Bo Vr,r\” ı 
| "Ian 0,(u+uu)Vp,pi® + Vp,p® 


Lassen wir hierin die obere Grenze mit r, zusammenfallen, so be- 
kommen wir einen Ausdruck, der sein Zeichen ändert, wenn man « mit 
vertauscht und den wir mit (@P), bezeichnen. Also 


wo. / u [mdBma PAR / 3 a 
(rn \ («P), _ ' °,(u; ta) ıP Ps } PsP: i 
o,(u;+ u.) Yp?pz + Vp?p® 


Wenn man will, kann man sich auch noch ein alternierendes Vorzeichen 
hinzugefügt denken. Diese Größen («/), spielen für die Größen A’ dieselbe 
Rolle wie die Größen («,), für die Größen (’ ($ 2). Den Index 1 haben 
wir hinzugefügt, weil es sich um zur Periode », gehörende Größen handelt. 


Bei dieser Bezeichnung wird nun für die festgesetzten Werte der 
Argumente z.B. 


1 (15),(16), 


4, 
Ymer (4) 1 @5),(65),(45),(26),@6),@6), 
x 10, (u, —2,)0,(1, — 4,) — 03(u; — 4) 9,(u, — Ay)! , 





Be 





WE 


ae 


EEE a Niere 











Er 


ec 


A EN Ne Pkt 


EEE EN ER RHE NENES E10 27 


B 
ven 


+4; 
a 3.65 
Im r Vrult, —$,) (25), (39, 


wo das Zeichen — bedeuten soll, daß die linken und die rechten Seiten 
einander gleich sind bis auf Faktoren, die allen in der Gleichung (1.) 
vorkommenden y gemeinsam sind. Beachtet man, daß allgemein 


Huhu) (U) 90, (uW —u) o,(n + u — 2%), 
daß ferner u,+u,— 24, = 24,,,((9.), S. 14), daß also 

o(u,— 4) (1, —A)— 05 (u,—4,) 05(u,—h,, 
so folgt, wenn wir wieder Faktoren fortlassen, die in der Gleichung (1. 
allen Gliedern gemeinsam sein würden, 

Ina Pmoıı = | 35), 85), (45), (26), (36), 46), Eh: 

Setzen wir nun noch analog wie in $ 2 
(51), (52), (53), (54), (56), = (5), (61), (62), (63), (64), (65), = (6), 


so können wir, indem wir noch den von den Indizes 1,2.3,.4 


symmetrisch abhängenden Faktor 1(5), (6), hinzufügen, schreiben 


Analoge Gleichungen gelten für Y„u:fr.u.: (! =2,3,%). Setzen wir die 
gefundenen Werte in (1.) ein, so haben wir 


oder, wenn wir noch mit A; A, multiplizieren, 





Vergleichen wir dies mit der Gleichung (3.), so sehen wir, daß die Größen 


denselben Gleichungen wie die Größen A’,, genügen. Die Gleichungen (3.) 
und (7.) repräsentieren je zwei Gleichungen, da man nach Belieben Ö in 
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1 (15), (16), 


(45), (26), (36), (46), 


x 7 . N f . - \ 5 - \ 
x (1; — 4,) 0, (1, — 4) + 9 (u; — h,) 0, (u, — hr), 


N 


“ 


B.. \ £ DD) . \ 
J u, Ö; (u,—tt;) Os; hs), 


(15), (16), 


ot 


\ 


Inoı I mo — (15), (16 09, (24, 


Wi \ 


4 
- r;6 K: (id), (£6), 0; (24,4) —=0, 


Zr, (td), (26), A7 AZ AT 0, (24, 0. 


(15) (16) K’ K: Äh? ((=1,2,3,4) 


>% 


’ 
€ 
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",;, gleich +1 oder —1 wählen kann. Aber anstatt von der Gleichung (1.) 
auszugehen, hätten wir auch von der Gleichung 


2 22 2 os 
9 | _= s + (Cr, + 0X n,56 rt ECn.iscH DECH 50) 
| (f-. 56 + Ö f a,,56 + Ef, ODE n,;56) = 0 
ausgehen können, welche gilt, wenn für d und & nach Belieben +1 und — 1 
gesetzt wird, vorausgesetzt, daß jedesmal die Vorzeichen der einzelnen Glieder 
passend gewählt werden. In dieser Gleichung hätten wir dann die Argumente 
einmal um die halbe Periode »&, und dann um die halbe Periode »,56 ver- 
mehrt und durch analoge Umformungen wie bei den Gleichungen (1.) würde 
man wieder finden, daß die Größen (8.) denselben Gleichungen genügen wie 
die Größen A7,('=1,2,3,4). 
Daraus dürfen wir aber schließen, daß wir setzen können 
(10.) 1s6 Be = (15), (16), I? RK? Kr, ((=1,2,3,4) 
wo /-;, nur von den Indizes 56 abhängt. Solcher Gleichungen folgen aber 
noch mehrere, da wir ja die Indizes 1,2,3,4,5,6 irgendwie permutieren 
dürfen. So ist z. B. 
(15), 16, KK KR Ki fa Ki; (13) 1, KR fr Aians 
(25), (26), IKK; KR, - fs Kiss, (23), (24), KR; k;= fsı Ka. 

Beachtet man, daß 

Ki.,= Kin Ki. Kia; 
so folgt durch Elimination von fso, fa, Ars, Ad 

K, _ (23), (26), (23), (24), 

K, (15), (16), (13), (14), ’ 


oder, indem man mit (12), erweitert, 


K' er (2), 
a 
Daher kann man setzen 
Fa nn 11 (ap), 
(11.) K; —I (@), ’ 


wo r ein von den Indizes symmetrisch abhängender Faktor ist und wo das 
über alle («/>), zu erstreekende Produkt //(«p), hinzugefügt ist, um die 
Analogie mit den Formeln für die Konstanten Ü} ($ 4, (1'.)) vollkommen 
zu machen. 











ER 


ee 


MEERE 














PS 0" RER ENDRE "0 ERS LE NORA 0 


ERTL A 
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Nunmehr folgt aus den Gleichungen (10.) 


Ki, __ (15), (16), Y(2), _ Y(15), (16), (56), (23), (24), (34) 
KR: (25),%6), ya), 1(25),(26),(56), (13), (14), (34) 


Setzen wir analog wie früher 


IN In, fo . REN ir 
(ep) (Ay) % eo) =(apy); 
so können wir also setzen 


Ki.=eV(156), (234), . 
oder allgemein 


(12.) K,=oVleBy), (dd. 


Wir haben noch das Verhältnis _ zu bestimmen, Dazu gehen wir 
von der Gleichung (1.) $ 6, S. 17 aus. "In ihr vermehren wir das eine Mal 
die Argumente um die Halbperiode »,12, setzen dann die Argumente gleich 
Null und bekommen 


"56 Ass 03 (2 d256) # Pas Arss 03 (2 As) HE r35 Kr 05 (24,) tr RE 0,(2)=0. 


Das andere Mal vermehren wir die Argumente um die Halbperiode », 34 
und setzen dann für die obere Grenze rn, und für die untere Grenze z.. 
Nach ganz analogen Umformungen wie auf Seite 18 und 19 bekommen 
wir dann 

(5), (6), 


Li RZ (BA, 


1125): (26), K3a (2 Ar) Era (18), (16): KO Cr) Er aa (2, 
/1 


) (6) r, / en 
I Kz,,0;,(24,)=0. 
eu (356) k er , 


Wären wir statt von der Gleichung (1.) von der Gleichung (10. 
dieses Paragraphen ausgegangen, so hätten wir analoge Gleichungen be- 
kommen, wo statt der Größen r andere Größen stehen würden und ebenso 


statt der Größen 0,(24). Im übrigen aber sind die Gleichungen genau so, 
Daraus dürfen wir schließen, daß die Grüßen 


Bis: Ai, An A 
den Größen 


(DE RE, (LENAAT, Ri, CH Rh 


der Reihe nach proportional sind. 
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Daraus folgt z. B. Ä 

k: (15),(16), K2,,’ | 
was nichts neues ist und zur Bestätigung unseres Schlusses dienen kann. j 
Ferner aber folgt ! 
Kiss _ „ (19),(16),45),46), 56); AT 

BR: 5),(6), Kiss 

Setzen wir hierin die Werte für A? und Ä/7,, aus (11.) und (12.) 
ein, so folgt 

0° > + gr 
Da wir auf die Vorzeichen ein für allemal keine Rücksicht nehmen, 
so können wir setzen 
o=r=h, 
und haben 
» II(a> 
: | a“ 2 IK BP 
Eu) (@), 
| Kr; = hi (ey) (dEd):. 

Die Analogie mit den Formeln ((I'.) $ 4) für die © tritt deutlich hervor. 

Es wäre nun noch das Verhältnis der beiden Konstanten /, und /, 
zu bestimmen. Aber da weder die Rechnung noch das Resultat einfach ist, 
so lasse ich diese Bestimmung fort. 

7. 

Die zu den Perioden w, und w, gehörenden Funktionen werden sich | 
sanz so darstellen lassen, wie die zur Periode », gehörenden. Wir gehen | 
darauf nicht näher ein. Wir wollen in diesem Paragraphen die erhaltenen i 
Resultate kurz zusammenstellen. { 


I. Die zur Periode Null gehörenden Funktionen. 


NRONEENE ELTERN I 


a) Die ungeraden Funktionen. 


Par =. VL) Liu) Wr + Ü+ So). ae 


b) Die geraden Funktionen. 
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Zur Abkürzung setze man 


Lt) L(t—t,)L(t—-t)=1L,,, Ld—t)Ldl—t)Lt—t)=1. 


EN. 
ln Se ar a ie ze ac 


dann ist 
Ca3r E [- 





! ! ! ' . a 
| Par = WE .Lı- vlt +.) + VL. Li: vw. —-t+s...)1. 
i N n,a5; Lt—t) | Pr ja 77 \ 2.97, 3; . rnı\ | 
b (A=0),...3; aßy=123, 124,...156) 

c) Die Nullwerte der geraden Funktionen. 
Cn; aIy yon akt ? ı7 VW (S. 7; )» 
wo 
l; zn IE] I. Iydel | 
| Ltt—t) Jr 
d) Die Konstanten (. 
Zur Abkürzung setze man 
L(t,—t)=(eP),, 
dann ist 
(*_ h, IIKe?), 
" (ap), (ey), (ad), (we), (lad), ' 
BR NOHRGHHEIDRCHHOSNGSE 
II. Die zur Periode », gehörenden Funktionen. 
Zur Abkürzung sei 
O, (u r 1.) (+ 1) ” (a 1)' 0,(u4+ ).) 0,0 + ).) mr (u, , ).) ‚„. @=0.1) 
a) Die ungeraden Funktionen. 
EK Mg a ——. ; Er 
( = - F F ik a,.u,—4)+ (7 (fr IU.U, Ali. 
Tara nal tete, + raaaerı N | 
(u=0,2:; @=1,2,...6) 
KL. a el 
„_ ut Fr u —h; 
[ o, 4977 Vor „(t —1 ) ) a3y e.37 - (ti) \ 3r) 
- \} 
A% ( (u, 
} YG Es TFERRN \ . ? / ) 
\ (u=1,3; @3y=123,124,...150) 
i b) Die geraden Funktionen. 


me "ae 
„® Yon (tt) | 


— 
— 
. 
u 
Pe 
= 
fen 
Re 
a. 
ei 
n“ 
u 
an 
ft 


! Po, 7T 


VF,G,rı air u,u, 4,) 


'u=1.3: a1, ?2,..6) 
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EK,;s; | 
Po, LPT, 7 


- - / R A! RS » nn U. u. sr) 
ER (t—t') ) Faz Tasr! ni, Fu hun 


(u=V0,2; a5y=123, 12+,... 156) 
ce) Die Nullwerte der geraden Theta. 


0,(2).20) 0,(24,. 20) 


Omona 7 2hg K, 0,0 2w ? Onzw,a — 2hgK, 0,(0 2) ? 
31. r O, (2 Mar 20) 31. r O. (24.3, 2w) 


“7 9,(0 2) 


Hier hat /: dieselbe Bedeutung wie in (I“.). Über die Bedeutung von 
sehe man (6.) Seite 15. 
d) Die Konstanten Ä. 
Man setze 
| ETEER BD) ypla) Vote) p) 
Sn Van 
dann wird 
Ki=1% BLe ra | 
(3) (ar), (ad), (ae) lad), 
Ki, =hilePp) (ey) (PAD lII, (ed > Ader- 


Die Analogie mit der üblichen Darstellung der T’heta von zwei Ver- 
änderlichen tritt besonders deutlich bei den Funktionen, die zur Periode 
Null gehören, hervor. 


$ 8. 

Es bleibt noch übrig, die Gleichung aufzustellen, durch die die 
\Moduln der hier behandelten T’heta mit einander verbunden sind, und ebenso 
die Gleichungen, durch die die Argumente beschränkt sind. 

Wir haben hier nämlich neun Moduln, die sechs Nullstellen z,,... 7, 
von =/I(p,g) ($ 1) und die drei Moduln der T’heta von zwei Variabeln, 
die bei der Darstellung benutzt sind. Da im allgemeinen Falle zehn Moduln 
vorhanden sind, so muß eine Gleichung zwischen den Nullwerten der hier 
behandelten T'heta bestehen, die im allgemeinen nicht besteht. 


Ferner haben wir für die Argumente Integrale erster Gattung gesetzt, 
so daß sie also nicht frei veränderlich sind. 





nn et 


Kerr 


ENTER Ah 


eben 


os RE EEE a 





Jung, spezielle Thetafunktionen von vier Veränderlichen. 


Nun besteht zwischen den Funktionen 


v,(W,, W,), Vn (w,, Ws), w.(W,, Ws), u „(W; U, 


eine Gleichung der Form 


ku) (vr + w + Tr a + Wr ) 
(1.) +4, (w,, vn + Te w”, )+ hol, IT + Ta w)+ 4,(w‘, uw. Hp? TI 
+4,(w.,, VnYn, W.) 0, 


wo die Koeffizienten 4 von den Argumenten unabhängig sind. 
Aus I*. des vorigen Paragraphen folgt dann, daß dieselbe Gleichung 
zwischen den vier ungeraden Funktionen 





(nur Sa,ar Pı.ar Pı,a ( 5.00 


besteht. Diese Gleichungen, die sicher nicht identisch bestehen, beschränken 
die Variabilität der Argumente. Man bekommt sechs Gleichungen, die 
natürlich nicht von einander unabhängig sein können. 

Weiter folgt aus (1.) und aus I‘. des vorigen Paragraphen, daß je 
vier Größen 


C E Ü C & 1,7 123, ... 150) 
Nn.0.P2y) 112437) masy) 130.3% , ’ 


den Gleichungen (1.) genügen. Daraus folgen 10 Gleichungen, aus denen 
man auf mannigfache Art die Größen 4 eliminieren kann. Man erhält so 
Gleichungen zwischen den Nullwerten « allein. Diese Gleichungen dürfen 
nur eine Bedingung liefern. Es wäre aber auch möglich, daß sie identisch 
bestehen, was mir aber unwahrscheinlich ist. Daß die Gleichungen in der 
Tat nur eine Bedingung liefern, ist nieht sehr schwer zu zeigen. Aber ich 
will darauf hier nicht näher eingehen, da ich auf diese Gleichungen später 
noch einmal hoffe ausführlich zurückkommen zu können. 


Journal für Mathematik Bd. 130. Heft 1. N 
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/ur Theorie der linearen Differentialgleichungen im 
Anschlusse an das Pliemannsche Problem. 
(Dritte Abhandlung.) 


Von Herrn Ludwig Schlesinger in Klausenburg. 


Vorbemerkung. 


Die vorliegende Abhandlung unterscheidet sich von den beiden früher 
mit demselben Titel veröffentlichten Arbeiten”) namentlich dadurch, daß die 
T'heorie der Systeme homogener linearer Differentialgleiehungen als ein, wie 
es scheint, naturgemäßes und wichtiges Hilfsmittel herangezogen wird. Der 
von Rıemann””) eingeführte Begriff der Funktionssysteme einer Klasse weist, 
wie wir sehen werden, mit Notwendigkeit auf dieses Hilfsmittel hin, und 
dasselbe bewährt sich, indem es einerseits gelingt, die Invarianten einer 
solchen Klasse durch die Koeffizienten eines linearen Differentialsystems in 
sehr einfacher Weise darzustellen, und andererseits dieser letztere Umstand 
es ermöglicht, den Existenzbeweis für die durch das /tremannsche Problem”*”) 
postulierten Funktionssysteme ganz allgemein zu erbringen, also ohne daß 
es nötig wäre, den vorgeschriebenen Fundamentalsubstitutionen, die als Kon- 


vergenzbedingungen bezeichnetenf) Beschränkungen aufzuersegen. — Wir 


liefern diesen Existenzbeweis hier zunächst mit Hilfe der methode de con- 
finuite, welehe Herr Porncarerr) für die Lösung des Fundamentalproblems 


*) Dieses Journal Bd. 123, S. 135 1f.; Bd. 124, S. 292 ff. im folgenden mit Al 
und A 2 zitiert. 
**) Fragment, Werke (1592) S. 377 fl. 
"-;. 51, 5, 200 
T) A x S. 141. 
7) Acta Mathematica Bd. IV, 8. 233 ff. 
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der T'heorie der Fuchsschen Funktionen ausgebildet hat, bemerken aber, daß 
die Prinzipien, die wir”) für die Untersuchung der realen und der imaginären 
Bestandteile eines Fundamentalsystems von Lösungen eines linearen Diffe- 
rentialsystems entwickelt haben, die Möglichkeit eröffnen, auch andere 
Methoden für den in Rede stehenden Existenzbeweis dienstbar zu machen. 
Wir beabsichtigen das letztere in einer folgenden (vierten) Abhandlung aus- 
einanderzusetzen und zwar für diejenige Fassung des Aliemannschen Problems, 
die Riemann selbst in dem Fragmente aufstellt und die über die von uns 
bisher festgehaltene Fassung darin hinausgeht, daß an die Stelle der schlichten 
x-Ebene eine zu einem beliebigen algebraischen Gebilde gehörige Atremannsche 
Fläche tritt. Dieses allgemeinere Problem unterscheidet sich von dem hier 
behandelten wesentlich dadurch, daß die Substitutionen, die das zu be- 
stimmende Funktionssystem erfahren soll, wenn der variable Punkt der 
(2p+ 1)-fach zusammenhängenden Ztremannschen Fläche die 2» kanonischen 
(Juerschnitte, die diese Fläche in eine einfach zusammenhängende verwandeln, 
überschreitet, nicht mehr willkürlich vorgeschrieben werden dürfen, sondern 
gewissen Gleichungen und Ungleichungen zu genügen haben, die denjenigen 
analog sind, die für die Periodizitätsmoduln der .Ibelschen Integrale bestehen. 

In den Bezeichnungen und in der Nummerierung der Abschnitte 
schließt sich diese Abhandlung an die beiden vorangegangenen (Al und A2) 
an; eine kurze Zusammenfassung der Resultate ist in den Comptes Rendus 
der Akademie der Wissenschaften zu Paris”) erschienen. 


XI. 
Es sei auf irgend eine Weise eine Ar/ von Funktionssvstemen”””) mit 


den Verzweigungspunkten @,,...“,, © und den Fundamentalsubstitutionen 


A,=(AW), ee 


(i,e=1,2,..n) 


die wir aber jetzt nicht als unimodular voraussetzen wollen, gegeben: 


seHt 
dı, ... Us x 
EEE 
”) Dieses Journal Bd. 125, S. 2653ff. Nr. III; diese Abhandlung soll im folgenden 
mit dem Zeichen BS zitiert werden. 


“*) Comptes Rendus, 15 avril, 1904. 
“- a1, 8.100. 
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Durch » ihr zugehörige Funktionssysteme 


(1.) (Yu), (i,‚.2=1,2,..#) 


deren Determinante , nicht identisch verschwindet, und wo der zweite 
Index < die Ordnungszahl des Funktionssystems, der erste ’ die Ordnungszahl 
seiner einzelnen Elemente, angibt, ist zufolge des Satzes 1. der Nr. III”) 
die ganze Art in der Weise bestimmt, daß jedes ihr angehörige Funktions- 
system in der Form 


PıYıa + P2Yı + fd + PaYins (i= V,2 nn %) 


wo die 9,,... >, rationale Funktionen von x bedeuten, dargestellt werden 
kann. So aufgefaßt, haben wir es also im Sinne Alemanns mit einer aus 


»” Funktionen gebildeten Matr«.r (y,,) nicht identisch verschwindender Deter- 
minante zu tun, deren Elemente in der durch die Querschnitte (@,, ©) =/, 
zerscehnittenen .-Ebene den Charakter rationaler Funktionen besitzen und 
in den Punkten «,,... @,, © selbst nicht unbestimmt werden, und die, wenn 
den Querschnitt /, einmal in positiver Richtung überschreitet, in dem Sinne 


die Substitution A, erleidet, daß (y,.) sich in 
(2.) (A) Ye) 


verwandelt. Wir nennen eine solehe Matrix kurz eine Matrix der Art. 
Jede andere Matrix der Art (z,,) ist dann in der Form 


3.) (2) = Ya) (Pie) 


darstellbar, wo »;, eine rationale Matrix mit nicht identisch verschwindender 
Determinante bedeutet; nehmen wir insbesondere 


(: ) = (3) 
ae 7 ET 2 
so ist also 


(4) (Fe) (ya), 


wo («a,) eine rationale Matrix darstellt, d. h. (y,,) ist eine Integralmatrıw=””) 


des linearen Differentialsystems 
dy; E; 


fi REN En 
(A.) dz ur Hei» a 


tw 


N) 


*") Al, S. 162. 
**) Vergl. hierfür, wie auch für die im folgenden anzuwendenden Termini und 
Zeichen die Abhandlung BS. 
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Die Bedeutung der Matrix («,,) für unser Problem besteht darin, daß 
auf Grund des Existenztheorems für die Lösungen des Differentialsvstems (A.) 
die Art auch durch Angabe von («,,) bestimmt werden kann. Die Form, in 
weicher wir dieses Existenztheorem”*) dargestellt haben, fügt sich ganz 
naturgemäß in den Ideengang des Aremannschen Fragmentes ein. Wir be- 
zeichnen das Differentialsystem (A.) als eines der Art, es gehört natürlich 
zur Fuchsschen Klasse, und die Koeffizientenmatrix des allgemeinsten 
Differentialsystems der Art ist nach (3.) und der Gleichung (IIl.), Nr. I von BS 
in der Form 
(Pi) a) Pix) + De(Pix) 

enthalten. 

Wir betrachten nun insbesondere eine zur Alauptklasse””) unserer Art 
gehörige Matrix (,,), d.h. eine Matrix, deren » Kolonnen Funktionssvsteme 
der Hauptklasse sind. Da jedes Funktionssystem der Art dureh Multiplikation 
mit einer ganzen rationalen Funktion von x in ein Funktionssystem der 
Hauptklasse verwandelt werden kann, so läßt sich aus jeder Matrix der Art, 
indem man dieselbe von rechts mit einer Matrix der Form 


9 (x) Dr ( | 


0 a. 0 








() 0 ae mer) 


komponiert, wo die g,(x) ganze rationale Funktionen von . bedeuten, eine 
Matrix (y,,) der Hauptklasse herleiten. Jede andere Matrix der Hauptklasse 
(z,) geht dann aus (y,,) durch Rechtskomposition mit einer rationalen Matrix 
(R,,) hervor. Die besondere Form, welche die Elemente /,, annehmen müssen, 
damit die Matrix (y,)(#,,) wirklich zur Hauptklasse gehört, lassen sich 
leieht direkt angeben,”””) wir wollen aber, um weitläufige Erörterungen, die 
nichts prinzipiell neues enthalten, zu vermeiden, die Feststellung dieser Form 
dadurch umgehen, daß wir die hier auftretenden Fragen auf die in der 
Nr. III) durchgeführten Betrachtungen zurückführen. 


*) BS, Nr. I—IM. 

“) A1. S. 160. 

“**) Vergl. BS, Nr. VII. 
+) A1, 8.1624. 
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Die Matrix 
(Yir) (1) 
wo die 7, bis auf ”,,, welches gleich Eins zu nehmen ist, gleich Null sind 
und die ”,(2>1) durch die Gleichungen”) 
Arne 


n 

» PERBEER v y» u 

ia / P di, v,.—1 ()=DelWvie) 
dx v—i 


bestimmt werden, ist offenbar nichts anderes als die Wronskrsche Matrix 


7= ad | 
J). ( (,x=1,2,...n) 


die ihrerseits die lineare Ditferentialgleichung »-ter Ordnung der Hauptklasse 


‚Rn d" y, dr! y 
(6.) +Pı 4 = +. +9, =0 


dx" 


bestimmt und umgekehrt, von einer links komponierenden konstanten Matrix 
nicht verschwindender Determinante abgesehen, durch diese Differential- 
eleichung, für welche ,,,...%,, ein Fundamentalsystem darstellen, bestimmt 
wird. — In der Nr. IIL**) haben wir aber im Anschlusse an /tremann gezeigt, 
daß sich jedes System 2,,...2, der Hauptklasse durch die Elemente einer 
zur Hauptklasse gehörigen Wronskischen Matrix (5.) in der Form 
G (a). Ha). 2, = hya tt Ayen +++ h,_, ET ya (#=1,2,...n) 
” von. da da”! 

darstellen läßt, wo G(a), Ha), /u,... A, ganze rationale Funktionen be- 
deuten, deren Beschaffenheit a. a. ©.) angegeben ist. — Da die beliebige 
Matrix der Hauptklasse (y;,) aus der Wronskischen Matrix (5.) durch Rechts- 
komposition mit (7,,)' hervorgeht. ist damit die Darstellung eines beliebigen 
Funktionssystems der Hauptklasse durch die Matrix (y,,) gegeben. 


Xi. 


Die Erörterungen der Nummern IVT) und VIrr) waren wesentlich 
auf das Ziel gerichtet, gewisse Funktionssysteme der Hauptklasse (Haupt- 
systeme) herzustellen, die durch ihre Eigenschaften innerhalb der Hauptklasse 


“) Vergl. BS, Nr. VII, Gln. (6.) 

“*) Und ausführlicher, Handbuch ete. Bd. II 1, Nr. 224 fl. 
“*) A 1, S. 164—166. 
A 1, 8. 166 ff. 
A 2, S. 292 fi. 
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eindeutig bestimmt sind. Die Lösung dieser Aufgabe, welche die Grundlage für 
die Untersuchungen der Nummern VII und IX*) bildete, gelingt nun in sehr 
viel vollkommenerer Weise, als es auf dem damals innegehaltenen Standpunkte 
möglich war, wenn man statt nach Funktionssystemen — also q.i.e. 
Wronskischen Matrizen — nach beliebigen Matrizen der Hauptklasse fragt, 
die innerhalb dieser eindeutig bestimmt sind. — Der Weg, der zu diesen 
Hauptmatrızen führt, ist durch die Untersuchungen der Nr. IV auch schon 
vollständig geebnet. Wir haben, im Anschlusse an /lremann, daselbst gezeigt, 
wie man ausgehend von einem Funktionssysteme der Hauptklasse, welches 
wir a.2a.0. mit %,,...%. bezeichnet hatten, jetzt aber 


(1.) Yırs Yary oo» Yas 


nennen wollen, zu denjenigen Funktionssystemen der Hauptklasse gelangen 
kann, die für die wesentlich singulären Stellen «,,... «,, ©© dieselben 
l;xponenten aufweisen, wie das System (1.). Es ergab sich, daß die Mannig- 
faltigkeit dieser Systeme durch die Anzahl der einfach zu zählenden außer- 
wesentlich singulären Stellen des Funktionssystems (1.), d. h. also”) dureh 
die Anzahl der einfach zu zählenden außerwesentlich singulären Stellen der 


di ya | 
d „2—1 11.8 | . } 


bestimmt wird. Wenn nämlich diese Anzahl die in der Nr. IV”) bereehnete 
Minimalzahl 


Ironskrsehen Matrix 


20 +(0- 1) N Sem 1) 

um » übertraf, so hing das allgemeinste Funktionssystem der Hauptklasse, 
welches mit dem Systeme (1.) in allen Exponenten übereinstimmt, noch genau 
von v+1 linear und homogen eingehenden willkürlichen Konstanten ab. 
Statt nun, wie es a. a.O. nach dem Vorgange Aremanns geschehen ist, die 
Anzahl dieser willkürlichen Konstanten durch Erhöhung einzelner Exponenten 
bis auf ene herabzudrücken, wollen wir jetzt wie folgt verfahren. Wenn 
v>n—1 ist, so reduzieren wir wie a. a. OÖ. durch Erhöhung einzelner 


*) A 2, S. 294 fi.; S. 307 ff. 
**) Vergl. A 1, S. 163, 164: BS, S. 279. 
"#) A 1, S. 168. 
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Exponenten die Anzahl der willkürlichen Konstanten bis auf », wenn dagegen 
v<n-—1 ist, so erhöhen wir die Anzahl der willkürlichen Konstanten 
bis auf » dadurch, daß wir einzelne der Exponenten erniedrigen, d. h. also 
von den Bedingungsgleichungen, die a. a. O. den Koeffizienten der ganzen 
rationalen Funktionen Ah,(&), A,(@@),... A,-,(2) in Gleichung (1.) Nr. IV”) 
auferlegt wurden, damit für die im Endlichen gelegenen singulären Punkte 
@y... 4, Übereinstimmung der Exponenten stattfinde, eine genügende Anzahl 
weglassen. Wir erhalten auf diese Weise das allgemeinste Funktionssystem 
der Hauptklasse, welches genau 0,+”—1 einfach zu zählende außer- 
wesentlich singuläre Stellen aufweist, und linear und homogen von genau 
„» willkürlichen Konstanten abhängt. Indem wir nun über diese Konstanten 
in geeigneter Weise verfügen, können wir n Öimnear wnabhängige solche 
Funktionssysteme 


(2.) Sie Sogyore Ga (2x =1,2,..n) 


herstellen, durch welche dann jedes andere linear, homogen mit konstanten 
Koeffizienten darstellbar ist. Diese Funktionssysteme (2.) haben dann die 
folgenden Eigenschaften. Ihre Determinante z,, ist nieht identisch Null, 
jedes einzelne Funktionssystem (d. h. die mit demselben gebildete Wronskische 
Matrix) besitzt 09, +n—1 einfach zu zählende außerwesentlich singuläre 
Stellen, endlich weisen alle diese Funktionssysteme bei allen singulären 
Punkten &,,... @,, ©© dieselben Exponentensysteme auf, und zwar ist, wenn 


wir die dem singulären Punkte «, (@,,, =») entsprechenden Exponenten mit 


re... r® (A=1,2,...0+ 1) bezeichnen, zufolge der Furchsschen Relation 
(vergl. Gleichung (5°.) Nr. ID”) 

Du n(n—1) 

= = vr en Oo +tN— 1 — (6 Fr 1) a 

Am um > 


also mit Rücksicht auf den Wert von o, 


o-+l 


3) EZ Pe. 


un u 
jie1l =] 


Wir fassen nun die n Funktionssysteme (2.) zu einer Matrix (2,,) zu- 
sammen. Diese gehört offenbar zur Hauptklasse. Da ferner, wenn wir für 


0 


*) A] 
*) A 1, 8. 165. 
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einen Augenblick 


n r =}, 
zzml 
setzen, das Produkt 
(4) #iel;“ (2 Rn di, Be (x _ d,) x 
B.u2e1.2,.,...% 


für alle endlichen Werte von « holomorph und in der Umgebung von 


regen 


| s r 
darstellbar ist, wo K(,) eine in der Umgebung von z2=x holomorphe 


x=o0o in der Form 


Funktion bedeutet, so folgt aus der Gleichung (3.), daß dieses Produkt eine 
Konstante und zwar, da die Determinante z,, nicht identisch verschwindet, 
p) Z 
eine von Null verschiedene Konstante ( ist. Flernach besitzt") dıe Matrr. 
(z,) keine auperwesentlich singwlare Stelle. — Denken wir uns jetzt die 
Matrix (z.,) dureh Linkskomposition mit einer eeeioenet eewählten konstanten 
ix) - - - 
Matrix (ec?) in die zum Punkte @©=«a, gehörige kanonısche Matruc”” 


(U)\N/-» Et \ f 
(ci, (2) = (N) gr a 


übergeführt, so gehören die sämtlichen Elemente einer jeden Zeile 


(} 7!) (} 


yo Ins 


) 


iil ’ lı 


im Sinne von Fuchs *”) zu demselben Iaponenten , Wenn wir demgemäb 


r 


. r . y (A) . . 
aus jeder Zeile den Faktor («— «,): links herausziehen und 


7) = (dla) a) 


setzen, so folgt, da das Produkt (4.) gleich der von Null verschiedenen 
Konstanten (’ ist, daß die Determinante /,, für ©=«, einen endlichen und 
von Null verschiedenen Wert hat. Das Differentialsystem der Frchsschen 
Klasse, welches durch die Matrix (z,,) befriedigt wird, hat demnach) für 
alle wesentlich singulären Punkte «,,...«,,© die kanonische Form, es ist 


*) A 1, Nr. III, S. 163. 


e) Vergl. BS, S, IST. 
***) Dieses Journal Bd. 68, S. 142, Werke Bd. I, S. 181. 
T) Siehe die Bemerkung 2. Nr. VII, BS, S, 287. 
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34 Schlesinger, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 


also, da außerwesentlich singuläre Punkte überhaupt nicht vorhanden sind, 
schlechthin kanonısch *) d.h. von der Gestalt 


u. dz, Eu = hr (®) r 
(9.) da Bu p(«) u 


wo die Ah,,(«) ganze rationale Funktionen von höchstens (s— 1)-tem Grade 
bedeuten und 


(«=1,2,...n) 


g@=@-4)...(0-a,) 


ist. Die Exponenten r{®,...r(” sind nichts anderes als die Wurzeln der zu 
1,(0,,, =) gehörigen determinierenden Fundamentalgleichung 


h;, \ ; 
a die =. beein und 


Da, wie bereits oben bemerkt, jedes Funktionssystem der Hauptklasse, 


Res.; 


welches für alle wesentlich singulären Punkte dieselben Exponenten aufweist 
wie die Kolonnen der Matrix (z,) durch diese » Kolonnen linear homogen 
und mit konstanten Koeffizienten darstellbar ist, so ist die Matrix (z,,) durch 
ihre Exponenten innerhalb der Hauptklasse, von einer rechtskomponierenden 
Matrix («,,), deren Elemente willkürliche Konstanten sind, abgesehen, eındeutig 
festgelegt. Das gleiche gilt folglich von der Koeffizientenmatrix des Diffe- 
rentialsystems (5.) abgesehen von der "Transformation mit der Matrix (c,,): 


()" (ea) (e,); 


p(«) 
die nach der Regel (Ill) Nr. I, BS*) dem Übergange von (z,,) zu (z,,)(c,,) 
entspricht. 

Um die Matrix (z,,) völlig eindeutig festzulegen, wollen wir”””) ihr 
die Bedingung auferlegen, daß sie sich für einen bestimmten regulären 
Punkt =, auf die KEinheitsmatrix (d;,) reduziert; wir nennen das so be- 
stimmte (z,) dann eine (für «,) »ormierte Hauptmatrıw. Daß diese dann 


wirklich eindeutig fixiert ist, folgt aus der — stets vorausgesetzten — Irre- 


( "Rn ” 
A, ... A, 
*) Siehe BS, Nr. VIII, $. 291. 


EN Q LT 
) D. 264. 


Vergl. Nr. VI, A 2, S. 2921f. 


duzibilität der Art 
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Es kann nämlich dann keine von (z,) verschiedene Integralmatrix 
des Differentialsystems (5.), welchem (z,,) genügt, mit (z,,) zu derselben 
Klasse gehören (d. h. beim Überschreiten der Querschnitte /, 
Substitutionen A, erfahren wie (z,,)), da sonst diese zweite Integralmatrix 


von (5.) in der Form 


dieselben 


en f 
(2) (Pix) 
darstellbar sein müßte, wo (p,,) eine rationale Matrix bedeutet, und hieraus 
nach dem Frobeninsschen Satze”) die Reduzibilität der Art folgen würde. 
Wir haben somit den folgenden Frundamentalsatz bewiesen: 
Wenn auf irgend eine Werse eine Art "ON Funktionssysti IME1 
(9 ... (Ag; n 
? A: MER 


u... Ä 


gegeben st. und es bedeutet 


(2) (4) _ ) 1 
/ı see l, (/ l Bas, >25 


ein möt liches Er onentenst stem. ur welches 
J ] Y 
o—+1 N 


. . (2) 
Z Zr® 0 
el gl 


ist, 50 yıbt es eine und mur eine Matrix der MHauptklasse ohne auper wesentlich 
singularen Punkt. deren Kolonnen fur die sıngulären Punkt Uno. d,, &Q die 
angegebenen Exponentensysteme aufwersen, die sich fur =L auf die Einheits- 
matrix (d,,) reduziert und die eimem schlechthin kanomischen Differentralsysteme 
erster Ordnung (renüge leıstet, oder mit anderen Worten: Nenn ein beliebiges 
Differentialsystem der Fuchsschen Klasse mit den Verzwergungspunkten 


"> FRRPORR ; EURE - 


gegeben ist, so kann man stets ein zur Hauptklasse der durch dieses Differential- 
system bestimmten Art gehörrges, schlechthin kanonıisches Differ: ntıalsystem finden, 
welches J:eine außerwesentlich singulären Punkte besitzt und durch die Wurzeln 
seimer determinterenden Fundamentalgleichungen, abgesehen ron der Trans- 
formation seiner Koeffrzientenmatrwx mat einer wrllkürlichen konstanten Matrix, 


eindeutig festgelegt st. y 


*) Dieses Journal Bd. 76, S. 268, vergl. A 2, S. 309. 

“*) Bekanntlich gibt es im allgemeinen, wenn 2 >>2 ist, keine lineare Diflerential- 
gleichung »-ter Ordnung der Hauptklasse ohne außerwesentlich singulären Punkt (vergl. 
’oincare, Acta Mathem. Bd. IV, S. 215, 219, und Handbuch etc. Bd. II, 1, Nr. 227 
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XII. 


Um die Bedeutung des Fundamentalsatzes für die Theorie der Klassen 
von Funktionssyvstemen hervortreten zu lassen, denken wir uns die «,,...«, 
fest. Dann hängt die Art, oder, wie wir der Einfachheit wegen lieber sagen 
wollen, die Hauptklasse noch von den Koeffizienten (A) der Fundamental- 
substitutionen ab. Diese »’o Größen bestimmen also — bei festen @,,... «, 

- die Hauptklasse, und können demzufolge als /nvariaenten der Klasse an- 
gesehen werden. 

Das Differentialsystem (5.) der vorigen Nummer, welches durch die 
normierte Hauptmatrix (z,,) befriedigt wird, enthält in seinen Koeffizienten 
ebenfalls genau »"o Konstanten; wir können diese am übersichtlichsten in 
Kvidenz setzen, wenn wir uns (vergl. BS, Nr. VIII.) die rationalen Funktionen 


hi,() 
g() 
in Partialbrüche zerlegt denken; es sei dann 
l: n f) 4P) 
(1.\ Eh u U u Gm1,2,...n) 
ans de ren 


Es handelt sieh nunmehr darum, über die Art, wie die n’o Größen 
’ ) 
AW) (die Elemente der Fundamentalsubstitutionen A,,... A,) von den no 


Größen AY, und umgekehrt diese von jenen, abhängen, Aufschluß zu er- 
halten. — Da (z,) sieh für «=, auf die Einheitsmatrix (J,,) reduzieren 


sollte, ist”) 


R- ü an) 
(2.) @,)=1 I(: ix ), 


v-ı Cd, 


wo wir mit 7 die durch die Querschnitte /,,... /, zerschnittene «-Ebene be- 
zeichnen, und folglich, wenn s, einen geschlossenen Weg bedeutet, der von 
x, ausgehend den Querschnitt /, einmal im positiven Sinne überschreitet: 


To Pr ar 
8) a en} Be 
20 


vi Ph nr d, 


S.35811.). Dab der Fall a»=2 hier eine Ausnahme bildet, hängt damit zusammen, dab 
für diesen Fall durch Anwendung der Fuchsschen Transformation (siehe Heffter, Inaugural- 
dissertation, 1856, S. 5ff.) die Differentialgleichung stets auf eine solche Form gebracht 
werden kann, daß sie unmittelbar einem schlechthin kanonischen Differentialsysteme 
erster Ordnung äquivalent ist. \ 

*) Vergl. BS, Nr. VIII, S. 292. 
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Durch diese Gleichungen sind die A als Funktionen der A( dargestellt. Aus 
den Untersuchungen, die Herr Porncare”) für lineare homogene Differential- 
gleichungen p-ter Ordnung angestellt hat, folgt, daß die durch die Glei- 
chungen (3.) definierten AY ganze transzendente Funktionen der A) sind. 
Unter diesen ganzen transzendenten Funktionen sind aber im allgemeinen 
gewisse von höchst einfacher, andere von sehr viel komplizierterer Natur. 
So z. B. werden die Wurzeln wi”, ... ©”, der zu der Matrix A, gehörigen 


Fundamentalgleichung 
(4.) AM -0),0 0) (i,x 


durch die Wurzeln r\”,...r'’ der zum Punkte «, gehörigen determinierenden 
Fundamentalgleichung 
(43, AD —-$,r=0, 


und ebenso die Wurzeln »(*"’, ,..o»'*V der zu der Matrix 
(3.) But AI AA" ..A,' 
gehörigen Fundamentalgleichung 


(6.) AUCH) _) ww =0 Gi, 


+1 


durch die Wurzeln »7°*",... +" der zu @=» gehörigen determinierenden 


Fundamentalgleichung 


(6*.) AU») —d,r 0, u 
wo 
(5*,) — (AD) (AU) +... + (A), 


in äußerst einfacher Weise, nämlich durch die Gleichungen 
(7.) a rar (amm],2,...%; Di. 2.40 ]) 


bestimmt. Wenn das Differentialsystem (1.) für alle singulären Punkte die 


Normalform””) hat — was sich durch Rechtskomposition von (z,,) mit neu- 
tralen Matrizen”””) stets erreichen läßt — so werden sogar die Elementar- 


teiler einer jeden Matrix (AP —d,,w) durch die Elementarteiler der zu 
x =a, gehörigen Residuenmatriuxut) (AP —J;,r) für A=1,2,..0+1 voll- 


*) Acta Mathematica Bd. IV, S. 212. 
**), Im Sinne von BS., S. 284. 
**) 38, 8.285. 

#) BS, 8. 284. 
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kommen bestimmt. In diesem Falle, der z. B. stets eintritt, wenn die Wurzeln 
einer jeden der Gleichungen (4'.), (6°.) einfache sind und sich nicht um 
ganze Zahlen von einander unterscheiden, sind also durch Angabe der 
Elementarteiler der Residuenmatrizen (AP —Ö,,r) die Matrizen (A) ab- 
gesehen von transformierenden konstanten Matrizen bestimmt, wobei natürlich 
auf die Relationen (5.) und (5°.) Rücksicht zu nehmen ist. — Denkt man 
sich die Elementarteiler der Residuenmatrizen etwa durch Angabe der 
kanonischen Formen («%) der Matrizen (A!) gegeben, so daß also 


(8.) (2 Ei 2) (4) (a) (bi Be Q=1,2,..0+1) 


ist, und ebenso die Elementarteiler der Matrizen (A —-0d,o) durch die 
kanonischen Formen («) der (AP), so daß 


(8°.) (AD) = (5% (a) (AL 3 u” (i=1,2,..0+1) 


wo (2%), (32) konstante Matrizen nieht verschwindender Determinante 
bedeuten, so lassen sich die («)) durch die (a) in einfachster Weise dar- 
stellen, am bequemsten wohl, indem man die Integralmatrizen der linearen 
Differentialsysteme mit konstanten Koeffizienten 

(A) n 


> AD nm» Q(=1,2,..0+]1) 
ei 


v 


9.) dns 
da 
zu Hilfe nimmt. Dagegen sind die übrigen Parameter, von denen die (e- 
samthert der Matrizen (8°) noch abhängt, durch die übrigen Parameter, von 
denen die Gesamthert der Matrizen (8.) noch abhängt, im allgemeinen als 
sehr viel kompliziertere, immerhin aber ganze transzendente Funktionen der 
letzteren Parameter bestimmt. 

Diese Scheidung der funktionalen Abhängigkeit der A’ von den AY 
in eine Kategorie von einfachen Abhängigkeiten und eine zweite von sehr 
komplizierten, ist, wie wir sehen werden, für die Lösung des Alremannschen 
Problems von der größten Wichtigkeit, indem es dadurch möglich wird, das 
wahre Wesen dieses Problems von allem Nebensächliehen loszulösen. 

Wir fassen die Ergebnisse dieser Nummer wie folgt zusammen: 

Denkt man sich in dem linearen Differentialsysteme (1.) einerseits 
die «,,...«@,, andererseits die kanonischen Formen (a!) der Matrizen (4%) 
(für 4=1,2,...0+1) fest gegeben, die letzteren der Gleichung (5'.) gemäß 
und derart, daß 2 System (1.) für alle singulären Punkte «,,... «,,00 die 
Normalform hat, dann bleiben in (1.) noch gewisse Parameter b,,... by. 
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deren Anzahl N keinesfalls größer ist als »’o— (o +1)» +1, willkürlich; diese 
Parameter sind durch die transformierenden Matrizen (5) der Gleichungen (8.) 
und durch die in der Gleichung (5%.) enthaltenen Beschränkungen in Evidenz 
gesetzt. In den Fundamentalsubstitutionen A,,... A,, welche die Integralmatrix 
(2.) von (1.) an den Querschnitten /,,.../, erleidet, sind dann die kanonischen 
Formen («e) von A, (für =1.2,...0+1) festgelegt; diese Fundamental- 
substitutionen enthalten also noch N unbestimmte Parameter ,,.../?,, die 
durch die transformierenden Matrizen (5) der Gleichungen (8°) und die 
beschränkende Relation (5.) in Evidenz gesetzt sind. Die /,,... ?, sind ganze 
transzendente Funktionen der b,,... by, «also durch Angabe dieser letzteren 
(Größen eindeutig bestimmt. Andererseits ist durch Angabe der /,,... 7, das 
System der Fundamentalsubstitutionen und damit die Hauptklasse, der das 
Differentialsystem (1.) beziehungsweise die Matrix (2.) angehört, vollkommen 
bestimmt; nach dem Fundamentaltheorem der Nr. XII ist ferner die Matrix 


(2;,) beziehungsweise das Differentialsystem (1.) — da die (a) und damit 
die sämtlichen Exponenten r als fest angesehen werden — innerhalb der 


Hauptklasse eindeutig bestimmt; es kann folglich nicht zwei von einander ver- 
schiedene Wertsysteme der Parameter b,,... by geben, denen dasselbe Wertsystem 
der EP entspricht. Wir können also ebensowohl die D.. ... By als (dUChH 
die byy... by, als die genutmen Bestimmungsstücke oder Invartanten der Haupt- 
klasse ansehen. wenn die Bun oc, und die (0°) (für —=1.2.....04 1) cıls 


gegeben vorausgesetzt werden. 
XIV. 

Wir wenden uns jetzt dem /tremannschen Probleme zu. Im Sinne der 
in dieser Abhandlung eingeführten Auffassung und namentlich auf Grund 
des Fundamentaltheorems der Nr. XII können wir das Aliemannsche Problem 
wie folgt formulieren: 

(Gegeben seien die o singulären Punkte «,,...«@, und die o Funda- 
mentalsubstitutionen A,,... A,; man bestimme die Koeffizienten 

Aw G,ami 
in dem schlechthin kanonischen Differentialsysteme (1.) voriger Nummer 
derart, daß die Integralmatrix (2.) voriger Nummer die gegebenen Substi- 
tutionen A, erleidet, wenn . die Querschnitte /, im positiven Sinne über- 
schreitet, d.h. mit anderen Worten so, daß die Gleichungen (3.) voriger 


\ 


Nummer die gegebenen Substitutionen A 


g ‚ liefern. 


# 
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Es handelt sich also darum, bei gegebenen «,,... @,, die Gleichungen 
(3.) nach den (A%) aufzulösen, beziehungsweise den Nachweis zu führen, 
daß diese Auflösung für willkürlich gegebene A{) möglich ist. 

Wir zerlegen die Lösung dieser Aufgabe in zwei Teile, einen leichteren 
und einen schwierigeren. Der „leichtere“ Teil besteht darin, die A so 
zu bestimmen, daß die durch die Gleichungen (3.) der vorigen Nummer 
dargestellten Matrizen 


(] (x “ ) de1.2...:0 
y ) ] „_ı d—d, 


mit den vorgeschriebenen Matrizen A,(A=1,2,...0), und die Matrix 


12 - EI CE" 


X 


WO 5,,, einen von x, ausgehenden Weg bedeutet, der den Punkt 2 == 
einmal im positiven Sinne umkreist, mit der Matrix 


u —1 —1 
Anm=ä,; ... A; 


den Elementarteilern ihrer Fundamentalgleichungen übereinstimmen. Die 
L ösung dieses Teiles unserer Aufgabe bietet nur Schwierigkeiten algebraischer 
Natur dar. Die dabei zur Anwendung gelangenden Methoden sind in der 
klassischen T'heorie der linearen Differentialgleichungen so vollständig ent- 
wiekelt, daß es überflüssig erscheint, näher auf dieselben einzugehen. Wir 
wollen uns deshalb hier auf die Behandlung desjenigen Falles beschränken, 
wo diese Art von Schwierigkeiten ganz entfällt, des Falles nämlich, wo die 
zu den gegebenen Substitutionen A,,... A, und zu A,,, gehörigen Fundamental- 
gleichungen keine mehrfachen Wurzeln, also lauter einfache und von emander 
verschredene Elementarteiler haben. 
Bedeuten dann wieder »® z=1,2,... n) die Wurzeln der zu 
A,(,=1,2,...0+ 1) gehörigen Fundamentalgleichungen, so wählen wir die 
(s+1)n Größen r(? den Gleichungen (7.) der vorigen Nummer gemäß und 


PB 


überdies so, daß 
s o+! n 
(3.) PET IL? 
sel xl 


und riehten die A) so ein, dab 


AD -d,r =(- V’(r tr) ..(r— „(W) Q=1,2,...0 +1) 


(i‚2=1,2,..%) 
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sei, wo die Matrix (A%Y*”) mit (AD),...(A@) durch die Gleichung (5*.' 


) 
der vorigen Nummer verknüpft ist. Die »’o Größen AP A —1,2,... 0) 
hängen dann noch von 


(8.) N=n’0—(6+1)n+1 


willkürlichen Parametern ab. Wir denken uns diese auf irgend eine Weise 
fixiert und verstehen also unter A irgend ein System von n’o Größen, das 
den Bedingungen (4.) Genüge leistet. Für das mit diesen Größen als Koeffi- 
zienten gebildete Differentialsystem (1.) Nr. XIII bezeichnen wir die für = .r, 
sich auf (d,,) reduzierende Integralmatrix mit (Z,,) und die Matrizen (1.) und 
(2.) mit (AP) A—=1,2,...0) und (AY+P). Da diese Matrizen natürlich mit 
den gegebenen A, und A,,, in den Klementarteilern ihrer Fundamental- 
gleichungen übereinstimmen, so haben wir 


(6.) A, (v2) AU) ( Yin £? (l=1,2,..0+1) 


wo die (y{) Matrizen nicht verschwindender Determinante bedeuten. In einer 
solehen transformierenden Matrix (7%?) sind nicht alle »” Elemente wesentlich, 
sondern nur W’—n. 


Es seien nun (DY) A=1,2,...0) Matrizen nicht verschwindender 
Determinante, deren Elemente willkürliche Konstanten sind. Wir betrachten 
das schlechthin kanonische Differentialsystem (1'.), dessen Koeffizienten- 
matrix durch 

a 0 ie \ 

(7.) Eu) 
dargestellt wird. Für dieses stimmen die Wurzeln der zu «,,... «, gehörigen 
determinierenden Fundamentalgleichungen mit den entsprechenden Wurzeln für 
das Differentialsystem (1.) Nr. XIII, d.h. mit den Größen vr’ (A=1,2,... 0) 
überein; um auch für die Wurzeln der zu ©—=ce gehörigen determinierenden 
Fundamentalgleichung der Differentialsysteme (1%) und (1.) Nr. XIII Über- 
einstimmung zu erzielen, müssen die »’o Größen 5b noch n— 1 rationalen 
Bedingungen unterworfen werden. Da die (5) nur als transformierende 
Matrizen in betracht kommen, enthalten sie nur (n’—n) o wesentliche Para- 
meter, die dann noch jenen »—1 Bedingungen zu genügen haben. Man 
kann dann (vergl. die Betrachtungen in der vorigen Nummer) die in den 
b' noch enthaltene Willkürlichkeit in einfacher Weise dadurch in Evidenz 
Journal für Mathematik Bd. 150. Heft 1. 6 
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setzen, daß man diese »’o Größen durch (n’— rn) o—(n—1)= N Parameter 
biy... dy darstellt, die keinerlei Beschränkung unterworfen sind. 


Da die Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleichungen des 
Differentialsystems (1'.) zufolge der über die Fundamentalgleichungen der 
gegebenen Substitutionen A,,...A, und A,,, gemachten vereinfachenden An- 
nahme, einfache und nicht um ganze Zahlen von einander verschieden sind, 
hat das Differentialsystem (1'.) ebenso wie (1.) Nr. XIII für alle singulären 
Punkte «@,,...0,, © die Normalform,”) es sind demnach die Elementarteiler 
der Fundamentalgleichungen der Substitutionen 


(8.) JG y 2) ( er ) GE), (A=1,2,..0+1) 


die die Integralmatrix 


(9.) T e > (6) ) 0°) 


von (1'.) an den Querschnitten /, A=1,2,...0) und bei Umkreisung von 
=» erleidet, durch die Elementarteiler der Residuenmatrizen 
(10.) LEI CAD) BEN (dr =(d)) (AYP 0, r) IP), 
(=1,2,...0) 
beziehungsweise 


a1) 2 (02) (AP) OP) (du) 7 


vollkommen bestimmt. Nun sind aber die Elementarteiler der Matrizen (10.) 
offenbar mit denen der Matrizen (AY—0J,,r) identisch, und zufolge der oben 
erwähnten »— 1 Bedingungen, stimmen auch die Elementarteiler von (11.) 
mit denen von (AY*+"—d,,r) überein; es sind also die Elementarteiler der 


Fundamentalgleichungen der Matrizen (8.) beziehungsweise mit denen der 
Matrizen (XI) identisch, d. h. wir haben 


| al? 
12) ; Ir (I) =) AU) DT, mn. 


2) Matrizen nicht verschwindender Determinante bedeuten. 


N) In 


wo die (9 


*, Im allgemeinen Falle treten hier wesentlich kompliziertere Verhältnisse auf, 


deren Erledigung aber keine prinzipiellen Schwierigkeiten darbietet. 
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Der zweite „schwierigere“* "Teil unserer Aufgabe besteht nun darin, 
zu entscheiden, ob die (5), d. h. die noch willkürlichen Parameter Ö,, ... b, 
sich so einrichten lassen, daß die Matrizen (12.) mit den gegebenen Mitar N 
(6.) zusammenfallen. Diese Frage enthält das wahre Wesen des Ahıemann- 
schen Problems. 

Wenn wir die A,,... A, als willkürlich gegeben ansehen (natürlich 
mit der in unserer vereinfachenden Voraussetzung enthaltenen Beschränkung, 
die aber für das Prinzip der nun folgenden Erörterungen von untergeordneter 
Bedeutung ist), so hängen die in den Gleichungen (6.) auftretenden trans 
formierenden Matrizen (ji) noch von genau N=n0o—(o+1l)n +1 will- 
kürlichen Parametern /,,...?, ab, die keinerler Beschränkung unterworfen 
sind. Die transformierenden Blniietienen (32), die in den Gleichungen (12.) 
auftreten, sind für jedes bestimmte Wertesystem der in den linken Seiten dieser 
Gleichungen enthaltenen Parameter Ö,,.... d, durch ein bestimmtes W ertesystem 
der Parameter /,,..., gegeben, u. z. sind diejenigen Wertesysteme der 
Piy++Py, die in den Gleichungen (12.) für unbeschränkt veränderliche 
Diy... by zum Vorschein kommen, nach den Ergebnissen der vorigen Nummer 
als der Wertevorrat gewisser ganzer transzendenter Funktionen der Ö,,... dx 
darstellbar, und es kann auch nicht dasselbe Wertesystem der /,,...,?, für 
zwei verschiedene Wertesysteme der Ö,,...d, zum Vorschein kommen. — 
Bezeichnen wir ein Wertesystem der unbeschränkt veränderlichen Ö,,... db, 
als einen Punkt 3 einer Mamnigfaltigkeit .)/, ein Wertesystem der unbeschränkt 
veränderlichen /,,... ?, als einen Punkt B einer Mannigfaltigkeit M. Dann 
entspricht also jedem Punkte 5 von ./ ein wohlbestimmter Punkt B von 
M, und es kann nicht zwei verschiedene Punkte 3, 5’ von .\/ geben, denen 
derselbe Punkt B von M entspricht. Da aber die Mannigfaltigkeit .\/ in 
dem Sinne eine geschlossene ist, daß sie keine Grenze hat (da ja die 
Diy...dy unbeschränkt veränderliche Größen sind) und da überdies die durch 
die Gleichungen (12.) dargestellte Beziehung zwischen den Koordinaten der 
Punkte 5 von M und denen der Punkte B von M eine analytische ist, so 
folgt nach den von Herrn Porncare aufgestellten Prinzipien der methode d. 
continuite,”) daß auch jedem Punkte B von M ein Punkt 7 von .\/ ent- 
sprechen muß. — Es gibt also stets ein — und nur ein — Wertesystem 
Diy... dy, für welches die Matrizen (12.) das gegebene System von Funda- 


*) Acta Mathematica Bd. IV, S. 234. 
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mentalsubstitutionen A, darstellen, und damit ist die Lösbarkeit des /tre- 
mannschen Problems, in der Form, wie wir es zu Anfang dieser Nummer 


formuliert haben, allgemein — d.h. ohne daß es nötig wäre, die gegebenen 
Fundamentalsubstitutionen durch die Konvergenzbedingungen*) zu beschränken 
erwiesen. 
XV. 


Der in der vorigen Nummer erbrachte Existenzbeweis für die dem 
Riemannschen Probleme genügende normierte Hauptmatrix hat insofern etwas 
unbefriedigendes, als er kein Mittel für die wirkliche Herstellung dieser 
Hauptmatrix gewährt. Die Porncareschen series zetafuchsiennes, die in dem 
Falle, wo die A,,... A, die Konvergenzbedingungen erfüllen, eine solche 
Darstellung ermöglichen, versagen in dem Falle, wo die Wurzeln der zu 
den Substitutionen A,,... A,, A,,ı gehörigen 'Fundamentalgleichungen von 
Eins verschiedene absolute Beträge haben.””) Wir werden in einer folgenden 
Abhandlung auf andere Methoden für den in Rede stehenden Existenzbeweis 
und im Zusammenhange damit auch auf die Frage der Darstellung zurück- 
kommen; hier wollen wir nur noch kurz auf die Konsequenzen reflektieren, 
die sich aus dem jetzt allgemein erbrachten Beweise für die Lösbarkeit des 
Premannschen Problems im Zusammenhange mit dem Fundamentalsatze der 
Nr. XII ziehen lassen. 

Betrachtet man in dem Differentialsysteme (1.) der Nr. XIII die «,,...«, 
als unbeschränkt veränderliche Größen, und die A als von diesen unabhängige 
Konstanten, so hängen die durch die Gleichungen (3.) Nr. XIII definierten 
A“ von den «a,,...«@, ab. Die Natur dieser Abhängigkeit hat Herr Porncare*””) 
für den Fall einer linearen Differentialgleichung p-ter Ordnung der Fuchs- 
schen Klasse untersucht, indem er davon Gebraucht macht, daß eine 
solche Gleichung auf ein kanonisches Differentialsystem von der Form 
(1.) Nr. XIII zurückgeführt werden kann. 

Betrachtet man andererseits, wie in den Nummern V—VII,T) bei 
unbeschränkt veränderlichen «,,... «, die Elemente A der Fundamental- 


*), Al, 8. 147. 
**) Poincare, Acta Mathem. Bd. V, S. 269, vergl. Handbuch, Bd. II, 2, S. 353. 
***) Acta Mathem. Bd. IV, S. 214; vergl. auch Vogt, Theses (Paris 1589), P. Günther, 
dieses Journal Bd. 106, S. 330, Bd. 107, S. 298. 
T) Al, S. 170f., A 2, S. 292 ff. 
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substitutionen als von den «,,...a, unabhängige — etwa im Sinne des 
Itıemannschen Problems willkürlich vorgeschriebene — Konstanten, so sind 
die A% Funktionen der @,,...«@,. — Die Resultate der Nr. VII geben nun 


über die Natur dieser Funktionen, beziehungsweise über ihr Verhalten, wenn 
die @,,... a, geschlossene Bahnen beschreiben, vollständigen Aufschluß. 

Zunächst folgt aus dem Satze von Fuchs,“) daß die Matrix der 
partiellen Derivierten der Elemente der Integralmatrix (2.) Nr. XIII, nach 
einem der singulären Punkte «, in der Form 


(=) Bi 


da, 
darstellbar ist, wo die 5% rationale Funktionen von © bedeuten, von der 
Beschaffenheit, daß die Matrix (2) mit (z,,) zu derselben Klasse (Haupt 
i 
klasse) gehört. — Daraus folgt,““) daß die (z,,) als Funktionen von «, auf- 
gefaßt, in der Umgebung jeder endlichen Stelle «,, die von x und den 
übrigen «@,,... @, verschieden ist, holomorph sind. 

Wenn die «,,... @, auf irgendwelchen Bahnen in die Endlagen «,,... « 
übergehen, so wird”“”) die normierte Hauptmatrix (z,,) in eine ebenfalls 
(für ©=.,) normierte Hauptmatrix (2,,) übergehen, die bei den singulären 
Punkten «,,... «,, ©© dieselben Exponenten aufweist wie (2,,) bei @,, ... 4, %, 
und die Substitution A, erfährt, wenn x den Schnitt /,, der bei der Bewegung 
der «,,... a, aus /, hervorgegangen ist, einmal im positiven Sinne überschreitet. 

Daraus folgt (vergl. Nr. VID), daß, wenn «, einen einfachen positiven 
Umlauf um den Punkt x, beziehungsweise um einen der Punkte a,(h<Z4) 
oder a,(2>4) vollzieht, die Matrix (z,,) in eine für ©=.., normierte Haupt- 
matrix übergeht, die allenthalben dieselben Exponenten aufweist wie (2, 
und die an den ursprünglichen Schnitten /,,... /, die in der Nr. VII) unter 
(6.), beziehungsweise (7.) oder (8.) angegebenen Substitutionen erfährt. Die 
entsprechenden Änderungen der A”) gestalten sich also wie folgt. Bei dem 
Umlaufe von «a, um © werden — da (z,) in A,(2,)A7' übergegangen ist — 
nach Formel (IX%) der Abh. BS,rtt) alle Matrizen (4) mit derselben 


*) Berliner Sitzungsberiehte 1888, S. 1279 ff., vergl. A 2, S. 209. 
**) Vergl. A 2, S. 296. 
*#*) Ebenda S. 298. 

T) A 2, 8. 301, 302. 
1rT) BS, S. 269. 
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Matrix A, transformiert. Bei dem Umlaufe von a, um «a, oder «a, wird da- 
gegen jede Matrix (AY’) mit einer Matrix (5%) transformiert, die so be- 
schaffen ist, daß die durch die Formel (12.) Nr. XIV für 4=1,2,...o dar- 
gestellten Matrizen mit den Matrizen (7.) oder (8.) der Nr. VII übereinstimmen. 

Durch diese T'heoreme ist”) zugleich die Frage, wie die Koeffizienten 
eines schlechthin kanonischen Differentialsystems (1.) Nr. XIII von einem 
Parameter £ abhängen können, wenn die Fundamentalsubstitutionen der 
Integralmatrix (2.) Nr. XIII von ? unabhängig sind, erledigt. 

Es bedarf keiner weiteren Erörterung, wie sich die speziellen Unter- 
suchungen der Nr. IX auf das Differentialsystem (1.) Nr. XIII übertragen; 
dagegen können wir jetzt die in jener Nummer stets betonten Beschränkungen, 
wonach die in betracht kommenden Fundamentalsubstitutionen den Konvergenz- 
bedingungen zu genügen haben, als überflüssig bezeichnen und ebenso den von 
uns aufgestellten allgemeinen Satz aus der Theorie der linearen Differential- 
gleichungen””) als von jenen Beschränkungen unabhängig erklären. 

Endlich ist die zwischen Herrn Broden und mir”) erörterte Frage 
betrefis der von Herrn Broden angegebenen Verallgemeinerung des Aremann- 
schen Problems im Sinne meiner Bemerkungf) als allgemein erledigt zu 
betrachten. 


*) Im Sinne von Nr. V, Al, S. 172 und Nr. VII, A 2, S. 304. 
**) Dieses Journal Bd. 124, S. 47 fl. 
"**) Dieses Journal Bd. 125, S. 281. 

7) a.a.0.S. 30, letzter Absatz. 


Berichtigungen. 
Dieses Journal Bd. 123, S. 165, Gleichung (58.) lies r(% statt x”, 


A (6.) „ Gla)r statt @(»); 


. - 2 2 2 
Dieses Journal Bd. 124, S. 292, Zeile 8 v.,u. des Textes, lies genügt statt genügen, 


B ö nn 24 „iv wu Des as stellt a, 
. A » =» 806, „ 11 v. u. lies vertauscht statt vertaucht, 
. » .» » 807, „ 12 lies @ statt 9, 
» » h a En Se ai 
»„ » 317, „ 3 am Fuße des Integralzeichens lies s, statt s7, 
hi EZ, 
n a 18 „ Ina F RE, 


. i “»  » „519 ist den Zitaten hinzuzufügen: R, Alezais, Theses (Paris, 1901). 
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Einige Reihenentwicklungen der unvollständigen 


Gammafunktion. 


Von Herrn M. Lerch in Freiburg (Schweiz). 


Das Integral 


an dx 


Q-a,0)= (er 


geht nach der Substitution 


in das folgende 


1.) A-a)=0" (fe FA-gytd: 


v0 


über. Ich benutze nun die Potenzentwicklung 


(W 


(2.) e =! lo), 


vi) 


IMs 


welche allerdings nur für |:]<Z1 konvergiert, und führe in der unendlichen 
Reihe 


2") e 1-22 P,(w)z(l-2) 


die Integration zwischen den Grenzen Null und Eins gliedweise aus. Da 


I(» +1) (a) v! 
ar - zyY I'd = —. = 
/ (1 ) . IXa-+ +1) a(a-+-1)(a+2):.. (a r») 
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ist, so entsteht die folgende Darstellung der Funktion Q(— a, w): 


ER v! 
wo ((- a,w)= z F, (w) a(a+1)(a-+2)...(a+v) 
> B (eo) 


1.P (w) .2P,( m) en 
a + a(a-+1) a(a F1y(a+2) 7 


(3.) 





Wir setzen » als reell und positiv voraus, und bemerken, daß die eben aus- 
einandergesetzte Methode verlangt, daß « in seinem reellen Teil positiv 
bleibt, eine Annahme, die wir festhalten wollen. 


Bevor wir zur strengen hechtfertigung des benutzten Verfahrens über- 
gehen, wollen wir uns über die Natur und Bildungsweise der Koeffizienten 
Y,(o) unterrichten. 

Offenbar ist 

P,(w) eu 
ferner 


Be N 
2nı P,(w)= / Be 


(0) 
wobei die Integration im positiven Sinne längs eines um den Nullpunkt in 


hinreichend kleiner Entfernung geführten Weges geschieht. 


Setzt man 


so entsteht 


arm 


) il pda 


wobei nun der geschlossene Integrationsweg den Punkt «=1 einmal im 
positiven Sinne umläuft. Dieses Integral hat aber den Wert 


N RR a 

y' ID: (e En Mom 
und hieraus folgt 
l 


?,()= — —— Diu[e (oe) 


oder 


(D.) ie) - FA 


z 
RI 
“ 
” 


er 


PA FaRE IE Pre, Var Ba 


DR 0 12T EBENEN 


SEE FOREN 


£ Ver Da Kerner 
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Wird die Differentiation rechts ausgeführt, so entsteht 


* ..Zz „[r—iNw° 
(5*.) u Te 3 Ce 


Um über das Verhalten von #, bei großem » Aufschluß zu erhalten, benutzen 


wir die Darstellung (4.), indem wir als Integrationsweg das Rechteck 
wählen, dessen vier Ecken den komplexen Zahlen : + Ni, M + Ni entsprechen; 
dabei bedeuten J/ und N zwei positive Größen, die wir nachher ins Un- 
endliche wachsen lassen wollen. Das Integral kann wie folgt geschrieben 


werden 
P . v—l . 
/ u | A ) da on 
1 (2—1)* 


und wenn wir beachten, daß auf den Strecken 


(5+Ni..M+Ni), (3-Ni..M-Ni), (M-Ni..M+Ni) 


das Produkt 
— (Ur d" 
e (—-) 


für sehr große JM/ und N endlich bleibt, so ist klar, daß die auf diese 
Strecken entfallenden Teile des Integrals gegen Null konvergieren, falls .\/ 
und N unendlich groß werden. 


i : is Ne . 
Das Integral (4.) ist daher dem geradlinigen von @=,+!1» bis 

er 
= ,—tx erstreckten Integral desselben Integranden gleich, und wir haben, 


.- 


. . FE .y 
indem wir = 5 ty setzen, die Darstellung 


DD _. e iy 
N 


er di 
(iy = 5) +1 


und dies ist wegen 


2 
ıy+5 
i pet 
By 


absolut kleiner als 
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1 - u 5 dy e 2 - dy 
.) e BM-— 1 2 
_ 7ı > m iy ) TT A + y° 


d.h. es bleibt 7,(») absolut kleiner als eine von » unabhängige Größe M. 


Ich setze nun @a=«a'+ a: und mache die Annahme, daß «’ >1 ist. 
Die Rechtfertigung des oben zur Integration von (2*.) angewandten Verfahrens 
verlangt den Nachweis, daß die Reihe 


- 1 
- (wo [ z’(1—-:)"dz >0) 
Ss ‚( ) « ( ) 
1-8 
konvergiert und zugleich mit e unendlich klein wird. 


Die absoluten Beträge ihrer Glieder sind offenbar kleiner als die- 
jJenigen der Reihe 


L +1 
A=23M / (1 —-z)""'dz, 
zei) un 


welche wiederum kleiner sind als die der folgenden 


% 1 
A=23M z’(1- 2)" "'dz. 


vi 
0 


Diese letztere Reihe ist aber offenbar 


Mes 53 M.v! 
5 a(a'+1)...(a +») 


und konvergiert unter der gemachten Annahme «’ >]1. 

Die Reihen A’ und A sind daher konvergent, letztere offenbar gleich- 
mäßig in Bezug auf die Veränderliche e zwischen e=0 und e=1. Der 
(srenzwert 


lim A 


e—=() 


wird daher nach einem bekannten Satze der Elemente durch direktes Ein- 
setzen von 2=(0 in die Reihe A gewonnen, und dies gibt 


lim A—0: 


E—I) 


DS ER PER EEE EEE BET TERRA 


Bi 
= 
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hieraus folgt a fortiori 


2 l 

lim 3 7, (w) / (1 —z)"dz=0, 

El) I) . 
1—E 


was eben zu beweisen war. 


Im Vorhergehenden ist also die Gleichung (3.) für den Fall, daß der 
reelle Teil der Veränderlichen « größer als Eins bleibt, streng bewiesen. 
Die Koeffizienten werden durch (5*.) für »>0 in endlicher Form gegeben, 
wozu noch die Festsetzung 

P,lw)=e”" 
hinzukommt. 

Wegen der Gleichung 


.< d 
/ I _ —9n 
eu 1 + y‘ 


kommt noch die Ungleichung 


1 


(6) 1r,]<e *' 
zum Vorschein, die bei der wirklichen Rechnung behufs Fehlerabsehätzung 
nützlich sein kann. 
Schreibt man (3.) in der Gestalt 


y'! 


a (a +- l)...(a 4- y)' 


Ct 


0-0) -7-=2 %,(0) 
v‚_— 


so drückt sich die linke Seite vermöge der bekannten Funktionalgleichung 


d () (—«) —L (J (1 — a) 
in der Gestalt aus 
(W" (1 — (1) 
3 ’ 


A 


und man hat daher anstelle von (3.) die Entwicklung 


y! 


n) (a+1)(a+2)...(a+»)' 


I 
oQual—-a,w)=— = P,( 
v= 


Setzen wir also 


(7) G,(0)= &(-1)( 


aan v—1/ vr! 


n — IN w? 
) 





52 l,erch, einige Reihenentwicklungen der unvollständigen Gammafunktion. 


so wird 
(8.) ((1- - (A, w) = — n!G,„(w) 


# Eat 1)a+3)...(aFn)’ 


solange der reelle Treil von « größer als Eins bleibt. 

Für wirkliche Rechnung wird diese Entwicklung natürlich erst für 
größere « brauchbar sein, und zwar gibt dann eine nur geringe Anzahl von 
Gliedern die gewünschte Annäherung. 

Eine andere Entwieklung von Q(1-—«), in welcher als Koeffizienten 
wieder die @,(w) auftreten, gewinnt man auf folgende Art. 

Die bekannte Formel 


% ı dx 
od ie | potc+1) ‘ a“ 
I (a)Q(l-u,w) x ei 
geht durch die Substitution 
| 


nv 


Fr 


i+l= 


über in 
"(a)Q(1-a,0)= (er (1-2) dr. 
0 


Diese Gleichung findet statt, solange der reelle Teil von « positiv bleibt; 
nimmt man aber an, daß derselbe zwischen Null und Eins enthalten ist, so 
läßt sich die Entwicklung (2.) anwenden und es kommt 


Ka)Q(l-a,0)= ZW af zer (1 _2)d: 


Das im allgemeinen Gliede rechts stehende Integral hat den Wert 


IKa+v)l’(1—a a (a l)(a+2 a+rv— | 
( Fe En ) _ala+t „as Ee .(a+ =D la) 1 r(1-a), 


und unser Resultat nimmt demnach die Gestalt an: 


Pr, 


Qll—a,u) _ & a(a+1)...(a+r—]) 
I(1—.a) = (e ) v! 


= %,(0)4 (0) + Po) CHD +. 


Hier setze ich nun @«—=1-—s und beachte, daß in unserer Schreibweise 


Y,(0)=-e”"G,(0), Plo)=e"; 











da 


D 
N 
Ss0 
nu 


du 


m 
de 


un 
je 
di 


di 
vo 
0. 
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dadurch entsteht die Gleichung 


ud (J (s, 0 ) .i — B 
(9.) (o zei FRLACNG ): 


N 


Dieselbe wurde allerdings nur unter der Annahme bewiesen, daß der reelle 
Teil von s zwischen Null und Eins enthalten ist, aber die Reihe konvergiert, 
sobald der reelle Teil von s positiv ist. Die Konvergenz ist übrigens eine 
nur sehr langsame, und die Betrachtung entbehrt der Strenge. 

Um Sicheres zu gewinnen, ersetzen wir das Integral in der Aus- 
gangsgleichung 


iu) 


1A-5)U(,0)= fe = sm(1-2)d: 


0 
durch ein Schlingenintegral 


() 


J= (ei (1-2)dz. 


(1,0,1) 


Der Integrationsweg ist hier eine geschlossene Linie, welche vom Punkte 
:=1 ausgeht und die Strecke 0... 1 im positiven Sinne umläuft. Man 
kann dafür speziell die Sukzession der geraden nördlich von der Achse zu 
denkenden Strecke 1...e, des Kreisumfanges (o) mit dem kleinen Halb- 
messer 0 um den Nullpunkt herum, und des südlich von der Achse zu 
denkenden Segments 0... 1 setzen. 

Auf dem Integrationswege bleibt die Funktion 


>= [07] 
ge 1m: (1 un 2)! 


unzweideutig bestimmt, sobald man die Festsetzung macht, für (1—:)" den- 
jenigen Zweig zu wählen, der für unendlich kleine > in 1 übergeht. Was 
die Funktion : 
l...o im arithmetischen Sinne genommen wird, also 


betrifft, so setzen wir fest, daß sie auf dem Segment 


2 —e” log : und log zZ reell: 


die Fortsetzung längs des Kreises (o) in ‘die Strecke o... 1 wird dadurch 


vollkommen bestimmt, und zwar erhält die Funktion im Punkte > von 
0...1 am südlichen Ufer den Wert 
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demnach wird J sich in folgende Teile spalten: 


“ ( 
1 1) 


I= fe = (l—"dr+ /+ m [ A sy'dı, 


1 (eo) 0 


wobei das mittlere Integral längs des Kreises (0) zu nehmen ist. Zieht 
man das erste und das dritte Integral zusammen, so entsteht 


. can “rn A 
J (+(e’"-1) / e "z (1-2) da. 
(e) e 

Falls nun der reelle Teil von s zwischen Null und Eins genommen wird, 
nähert sich das Integral 


(U 


/ e 2” (1— 2)" dz 
(0) 
zu gleicher Zeit mit o der Null, und wir erhalten bei diesem Grenzüber- 
gange o=V die Gleichung 


J= 2 a _ 1) rl = s) () (8, 0), 


hieraus also die wichtige Gleichung 


(A)  1A-9)06,0)= Sera dz. 


(1,0,1) 


Dieselbe ist zwar unter der Annahme bewiesen, daß der reelle "Teil von s 
zwischen Null und Eins enthalten ist, sie behält aber ihre Gültigkeit für jedes 
(rebiet der s-Ebene, in welchem die rechte Seite einen Sinn hat; speziell 
findet (A.) statt, sobald der reelle Teil von s positiv bleibt; wir werden an- 
nehmen, daß derselbe größer als Eins bleibt. 

Wir betrachten anstelle von (A.) zunächst die Größe 


(B.) = Vet ydz, 


(r,0,r) 


wobei O<r<Z1 und der Integrationsweg in z=r beginnt und endigt, 
sodab 


lim H,= I'(1-5) Q(s, o). 
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Nun läßt sich in (B.) die Entwicklung (2.) benutzen, da dieselbe 
längs des gesamten Integrationsweges (r,0,r) gleichmäßig konvergiert. 
Wir erhalten 

< | ? Dies BT Ps 
N,— 3% ‚(w)°- = Tg # ei i—z)/ "de, 


Bu 
ir.0,0) 


Nun spalten wir dies in 
H,=8,(r) + R,.(r) 
wobei » eine feste, hinreichend große ganze Zahl ist und 


S,r)= E Yan [FU-: 


(r,0,r) 


[zer(-2)"dz. 


(r,0,r) 


im (= / 


(r,0,r) (1,0,1) 


RG = > ‚f ‚(w) — 


y—n — 1 


Nun ist 


also 
u 1 Kine “u T(s)U(v»-+1—s) 
eh U Aue Al TEE 2°'5 VE 
(r,Ö,r) 
also 
Bi “s)T(vr +1—s 
(C.) lim 5 )= 2 = Fr, (w )) net ) 


Ferner ist für v>n, falls » hinreichend groß, 


a [rTa-Dd- [ard-eydz, 


0,r) 0 
also 


R,o)=& %#,(w) 4 (1 — 2)1d: 
vn 

Bedeutet s’ den reellen Teil von s, so besteht wegen der oben bewiesenen 

Tatsache 


| p (w)| <M 
die Ungleichung 


| 7, of = (1—2)"dz|<M $ 2" (1—2)""'de 
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Damit ist bewiesen, daß die Reihe #,(r) sich aus Gliedern zusammensetzt, 
welche absolut kleiner bleiben als die entsprechenden Glieder der Reihe 
positiver Größen 

x M T(v+ 1—s’)I[(s') 


Fe v! 


B 
“ 
’ 


der asymptotische Wert entfernter Glieder der letzteren ist nun 


MT(s') 
v+1—s’)" ’ 


sie ist also konvergent, falls ® >1 ist. Damit ist aber die gleichmäßige 
Konvergenz in Bezug auf r der Reihe /,(r) bewiesen, und man hat demnach 


lim R,(r)= & 7,0) [’ >=(1-:)""tdz, 


r=1 vn 


was eben die Reihe 


P’ Y,(w) I(s) Ab: 1) 
ist. 

Durch die vorliegenden Ausführungen ist die Gültigkeit der Gleichung 
(9.) unter der Annahme, daß der reelle Teil von s größer als Eins bleibt, 
streng bewiesen. 

Wir wollen nun eine Relation ableiten, aus welcher sich eine Ent- 
wicklung der Funktion @(a,1) ergibt, welche in ihren Gliedern die Größen 
/(a+c+nı) enthält. Die Kenntnis der letzteren Funktionen würde also 
zu einer bequemen Bestimmung von (@(«) ausreichen. 


Ich betrachte die Funktion der reellen Veränderlichen & 


PR z I(a+ec-+titn+it&) 
(5) = (e+ in +HitE)wetto+9) ? 


NT 


wobei » reell und positiv ist, ebenso wie /, ferner wird auch die Hilfs- 
größe c reell und positiv vorausgesetzt, und zwar so groß, daß der reelle 


Teil von @+c positiv ausfällt. 
Die Reihe ist offenbar konvergent, und zwar beinahe so intensiv wie 
eine geometrische mit dem Verhältnis 
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Ferner ist 
F(£+1)=F(£); 


die trigonometrische Entwicklung von F(£) kann in der Gestalt 
y “. « . 
f (5) . z A, en 


angenommen werden, und zwar wird 
1 ı/% Yon Enri Pr 
An= / K(£)e’""idg. 
0 


Führt man die Integration an der zugrunde gelegten Reihe F(£) 
aus, so ergibt sich 
A = F I'(a +c+ it) e?mani]x 


ce + tt wertite 


e 
oder, wenn man x durch , ersetzt: 


WIE u | I(a+c-+ix) dx 
er bl c+ ta Zmn\c+ ix" 
(we) 


t 
— 7 


Setzt man für einen Augenblick 


mn 


ram 5 
0, = W* i 


so kommt alles auf die Bestimmung des Integrals 


2 [ *-I(a+c+i«) dx 


n a c+ix 
c-+ tra w, 
> 8 


an. Dasselbe geht nach Substitution von 


IKa+c+ix)= [ "er: getetiomi ]; 


() 


in das Doppelintegral 


12 frrsmas (Eye 
R O7 c-+ıx 
= 


0 


über. Nun ist aber bekanntlich 


= uote de $[2n, wenn k>I1, 
J  e+ix 10, wenn O<k<1, 


— &% 
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58 
also bleibt aus unserem Doppelintegral 


L 
L=2n / a 9 


w} 


Be 2n la, w,). 


d.h. es ist 
«I (a+c+i«) 
SF, wer 


(10.) / Sur 
Damit haben wir die Koeffizientendarstellung 
5) 2mert mn 
mar Aa,we‘ 3 


A,= e 


und infolgedessen die Relation 
5 in 2mrı (e+itk) 2mnı 
an > I & "Ala,we 


t m—=— & 
I(at+c+itn+iti) 


L 


(11.) 
== y j x ah E;: 
n an % (e + ıtn + itE) w°t itn+it& 





\ 


Ich wähle darin $=0, &=1 und schreibe sie wie folgt 
mn 


men 


5) 6) g 2men 2mn M) =» - Re 
% (a) + “ 0 * (a,e")+ z.:* Qla,e 
’ ml 
3 IT (a-+ce- int) 
c+int 


m—1 
nz=—n 


Hier läßt sich links die zweite Reihe durch eine schnell konvergierende 


mn 


ersetzen, wenn man die Euler-Prymsche Gleichung 
Ir _ mn 
dla, ‘ )=1Ca)— Pla, e i ) 


benutzt und die Summation 
z 2merst 2mrı 
L 
..„’ P(a, »» 
m—1 


(D.) 


mit Hilfe der Darstellung 
mr 
Run (a-+n) 


2m “ . 
— y nn n 
) (1) n!(a-+n) 


P(a ne 
n—ı) 


ausführt; dies liefert die Größe (D.) in der Form 





M: 


die 
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=), 
nn! (a-+n) E Zu 1) 


Man erhält daher für die Funktion 


IMs 


- 


n 


(a) = g' ek: u F; 


1 


die Darstellung 


I(a+c+nt:) 


= 
21") 7 e+nti 


Bi ı = =) 
(12.) ae = ur # late) 1) 


ni) 
e'—1 n!(a-+-n) 


men mn 


F. 
— ve‘ laye ) 


INH— 





Wird hier z.B. /=1, c=1 genommen, so wird die letzte Reihe rechts 
einen Wert ergeben, der kleiner als 10°” ist, also ohne weiteres unter- 
drückt werden kann. 

Um hier zur Grenze für c=0 überzugehen, beachte ich, dab für 
unendlich kleine c die rechte Seite von (12.) in 

t a era Fan) 4 t T(a-e) 

ZTE ne nti 276 C 


DL NrE y a 
m ” one” Zar n!(a-+ N Pe u 1) zii d ) 


übergeht, und somit kommt 


ln f 
aa) =y 1a) +5, 1"@) 


t *Tla+nti)—I(a—nti) 


+3,2 ni 
13. + _1Y% 
(13) Dog ie 


n—U 


j ER re) 
| are —1) 


. mn 
— 5 Q(a,e i h 


m==1 





Die vorteilhafteste Wahl der Hilfsgröße ? wäre !=2. 
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Eine andere Art Entwicklungen der @Q-Funktion sind diejenigen, 
welche sich der Theorie der Reihe 
2 p-lwtz+n)u 
Un u ae = (+24 n) 
anschließen. Darunter gehört die wohlbekannte Entwicklung /lermites”) 
und diejenige, welche ihr Herr Mellin*”) zur Seite gestellt hat. In der 
heihe (14.) wird vorausgesetzt, daß x im reellen Teile positiv ist; ich setze 
übrigens « reell und positiv voraus. 

Führt man an der Reihe (14.) die Integration 


.1 
/ b(x) da 
M 
aus, so erhält man als Integralwert 
De i dz oder f “zu ee 
(w- 2)‘ a 


0 0) 


was man auch so schreiben kann: 


Demnach ist 


ai 
(15.) / P (a) da=Q(l-s, uw) uw. 
Ö 
Entwickelt man nun die Funktion 
b L P —(o+n)u 
e$B,(Ü)= N -——- | 
(@) = (o+Fntay 
nach Potenzen von x. so entsteht 
i r % (7) ’ ® etotn)u 
pt a rt) ge ‚ 
( ) z m 


> . 
m=Ü Ft (w + n)‘t m 


Diese Entwicklung konvergiert im ganzen Intervall O<x<Z1 gleichmäßig 
nur dann, wenn ®@>1 ist; unter dieser Annahme erhält man, wenn man 
auf beiden Seiten mit e”““dx multipliziert und von O bis 1 integriert, ver- 


*) Dieses Journal Bd. W). 
**) Acta math. Bd. 2. 
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möge (15.) die Relation 
(16.) () (1 —s, U ©) = »5 m ‘) P(m + l r ) NS (s+ m), 


m—( m 


wobei zur Abkürzung 
17.) ENE Puniuh 


(0 + n)* u“ 


gesetzt wird und die Koeffizienten 


P (m+ 1 t) — (er dx 


0 
sich leicht in endlicher Gestalt darstellen lassen. Für »=1 geht diese Formel 
in die //ermitesche über. 


Ich schreibe nun die Gleichung (15.) in der Gestalt 


[® (1 — rt) dı=u'Q (1-5, uw), 


m 
und berechne das Integral, indem ich zunächst die Funktion 
ebl-)=3 0 
ılwtn— x) 
nach Potenzen von x entwickle. Dadurch entsteht 


I — 8 .r (o+n)u 
p(l — rt) ac" 5 - 1)" ( )a” B3 7 
0 m „1 (Ww -+n)'t 


eine Reihe, die so schnell konvergiert wie die geometrische mit dem Ver- 


hältnis Die Integration nach x zwischen Null und Eins ergibt 


o+1' 


18)  QA-s,u0)= E(-I"()Bem+1,WS,@+m), 


m=—i) 
wobei die Bezeichnung 


(19.) S,(a) == - (w z n)e ur ’ 


e(w+tn)u 


und 


B(m+ l, u) —— f: et x" dx 


0 


gebraucht wird. Letztere Größe läßt sich wieder in geschlossener Form 
durch Elementarfunktionen ausdrücken, und zwar ist 
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I(m+1l,)=(- 1)" mer (Wi eu 
er ne ae ; 


v 


Diese Entwicklung (18.), welche ich in den Prager Berichten vom Jahre 
1889 auf einem anderen Wege gewonnen habe, geht für v=1,0=1 in 
die freilich früher publizierte Formel des Herrn Mellin über. Da sich 
letztere nur auf diesen Spezialfall bezieht, in welchem aber die Konvergenz 
für den wirklichen Gebrauch zu schwach ist, so gebührt der Vorzug doch 
der /lermiteschen Entwicklung, da sich letztere für einigermaßen große 
o» wirklich verwenden läßt. 


Es sei nun k>2 eine ganze Zahl und man setze un=:, v=k-—1 


also 
a 
Setzt man dann 
. u; nu 
(19°.) R(a) = S a 


so nimmt (18.) die Gestalt an 


as) Qa-,)=- 3 - rl N Rom+s); 


hd umts 


für kleine » ist der Quotient 
Pim+1,u) 


umt! 


1 e . . r 
von „j "ur wenig verschieden, also verhält sich der als Koeffizient in 


(18°.) vorkommende Ausdruck 


Plm+ 1 : u) 


umts 
ungefähr wie 
ui: 


m-+1' 


Ist also der reelle Teil von s größer als Eins, so wird man in (18‘.) die 
Zahlen A(m+s) auf eine Anzahl von Dezimalstellen berechnen müssen, 
welche mit abnehmendem v wächst; dabei konvergiert die Reihe (19*.) sehr 
langsam, wenn « klein wird. Brauchbar wird also unsere Formel (18‘.) 
doch nur für größere z. Bei ihrer Anwendung hat man zunächst einzelne 
Glieder der Reihe 
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e-U+1)u e— (k+2)u 


KO ray tar} 


zu berechnen; die Glieder der Reihe AR(s+m) entstehen aus ihnen durch 
die Division bezw. mit 


kr (KH 1", (EB 


Wir schließen unsere Betrachtungen mit einer halbkonvergenten 
Entwicklung der Reihe 


u u nie PER 
0) PIE) 


Dieselbe wird bekanntlich durch ein bestimmtes Integral ausgedrückt, das 
entsteht, wenn man in 


I’(s) .— eg dx 
(w+u) . 
über «=0,1,2,... summiert. Wir setzen voraus, daß s>0. Es kommt 


. a »Sg-wz side 
/ (5) P (w, $) er / 1 BE u me 


0 


Schreibt man «x anstatt «, so kommt 


— 8 J»# +T- EeTUWE „s—1 | 
(21.) u 1'(s) Fo,)= [ —gs0mde. 


0 


Hier benutzen wir den bekannten Satz 


1 a 3, „v—1 1yP 9 By+ı „pH 

u or srzc- ı @n)!” 2 "ap 
wobei 0O<O<1, und B,,D,, D;,... die positiven Dernoullischen Zahlen 
sind. In unserem Falle ist =u(1+x) und wir erhalten daher folgende 


Darstellung der Größe (21.): 


si n ww‘ 1 en Ü a 5 1 Ju s— 
[A "I'(s) Fv,s)= [ pTUWX az es 5 FR wi 1 dx 


0 


+3(- 1)’ "5 SL %,—1 a (1 + a)P-1 da 


0 


B, 2 u TEE RE N 
+ Dat ef era 


ww 01) 
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Wird das letzte Glied der rechten Seite mit (—-1)’R, angedeutet, so 
ist offenbar /, positiv und kleiner als der numerische Wert desjenigen Aus- 
drucks, der als neues Glied zum voranstehenden Aggregat hinzukommen 
würde, falls man » um eine Einheit wachsen ließe. 


Nun ist aber, wie oben bemerkt, 


x as! Ix 
See TOQA-s N, 


0 


und wenn man die Identität 


(1-+2) Y—1 _ 5 rar 


a) 


benutzt, so kommt 


a el +E)P da If“ gr de, 
, \ a= v 


0 


was aber den Wert 
a1 T(s+«) 
2.) 


a—ı) (uw)’t® 
hat. Setzt man demnach 


y—l 9, — 1 f os 
(22.) G(2,5),=3 (” or era 


a) [04 


ml 
nz 


so erhalten wir aus obiger Gleichung 


uw 


2 % w)' 


u Flow, s) euw — - () (1 — S, tl W) E= 


e-um ER B, eh 
Ta (-1) (av)! G (uw, s),, 


wobei rechts eine halbkonvergente Reihe steht, in welcher der Rest absolut 
kleiner bleibt, als das erste vernachlässigte Glied. 

Ersetzt man «wo durch z, so nimmt unsere halbkonvergente Ent- 
wicklung die Gestalt an: 


Q y—MU—! 
= e 


(23.) um u + 2)' -=_ ( (1-— ‚2) 


—/d — 


e E x v— B, 2ıy— /» 
+ 5) -+ nr P3 | (— 1) on)! u 16 (2, OR 


u A yal;,2,3 
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Wenn man hier auf beiden Seiten mit « multipliziert, so entsteht eine halb- 
konvergente Bestimmung von Q (1-5, 2) bei positivem reellem s, welche die 
Berechnung einer einzigen Reihe des //ermiteschen Typus, nämlich 


SF emu 


y' 

o (mu+2)° ’ 
erfordert. Diese Reihe ist — ins Komplexe übertragen — mit derjenigen 
identisch, welche Malmsten und Lipschritz zuerst untersuchten, und die ich 
unter der Bezeichnung 


L% E 2nxni 


RW,R,0)= nr (w-+ n)' 


bei verschiedenen Gelegenheiten betrachtet habe, namentlich in meiner 


Abhandlung über die Malmstenschen Reihen, welehe sich in den Schriften 
der Prager Akademie vom Jahre 1891 abgedruckt findet. 


Journal für Mathematik Bd. 130. Heft 1. 











Zur Theorie der vertausehbaren Matrizen. 


Von Herrn J. Schur in Berlin. 


Bekanntlich lassen sich unter den Matrizen 


(a,,) (#,A=1,2,...n) 
des Grades » auf unendlich viele Arten »° linear unabhängige angeben. 
Jedes solehe System A,, Ay, ... A,._, besitzt dann die Eigenschaft, daß sich 
jede andere Matrix n-ten Grades A in der Form 

A=,Ah+aA + +1 An 
darstellen läßt. Da nun für n>1 nicht je zwei Matrizen vertauschbar sind, 
so kann es für »>1 kein System von n’ linear unabhängigen Matrizen 
-ten Grades geben, von denen je zwei vertauschbar sind. Es entsteht 
auf diese Weise die Aufgabe, die größtmögliche Anzahl linear unabhängiger, 
unter einander vertauschbarer Matrizen »-ten Grades zu bestimmen. 
Es möge die gesuchte Zahl mit »„+ 1 bezeichnet werden. Sind dann 


Er 


"n 


„+1 vertauschbare Matrizen, die linear unabhängig sind, so muß offenbar 
jedes der Produkte A;A, in der Form 


2 
In 
J — Bi .; / 
a gr: Ani 2 CaAy 4 0. 


! ai) 


darstellbar sein, wo die c,;, gewisse Konstanten sind. Die Gesamtheit der 
Matrizen 


A, +?, A, +++ LU, 4 I, 


n 


mit beliebigen Koeffizienten x, bildet daher nach der von Herrn Frobenmus) 


“) Theorie der hyperkomplexen Größen, Sitzungsberichte der Berliner Akademie, 
1903, S. 504. 





ü 


Y 


vi 


le 














Schur, zur Theorie der vertauschbaren Matrizen. 47 


angewandten Bezeichnung eine kommutative Gruppe der Ordnung », +1. 
Die oben gestellte Aufgabe läßt sich mithin auch folgendermaßen formulieren: 
„Welches ist die größtmögliche Ordnung einer kommutativen Gruppe von 
Matrizen n-ten Grades?“ 

Im folgenden wird bewiesen: 

I. Die Ordnung einer kommutativen Gruppe von Matrizen n-ten Grades 
ıst höchstens gleich 7% . 


2 


. n u Ban i ei 
Hier bedeutet [7]. wie üblich, die größte ganze Zahl, die , nicht 
.. ° » .. . r . Ye * r N | 
übertrifft, d. h. für gerades » die Zahl . ‚ für ungerades » die Zahl 


Sind in einer Gruppe Ö$ von Matrizen n-ten Grades zwei Teilgruppen 
9, und 9, enthalten, die außer der Null kein Element gemeinsam haben, 
und läßt sich jedes Element von 9 als die Summe eines Elementes von 
9, und eines Elementes von 9, darstellen, so möge 9 als die Summe”) der 
Gruppen 9, und 9, bezeichnet werden. Die aus den Matrizen @«%, wo E 
die Einheitsmatrix »-ten Grades bedeutet, bestehende Gruppe werde mit E, 
bezeichnet. Ferner soll eine Gruppe eine Wurzelgruppe””) genannt werden, 
wenn jedes Element der Gruppe, zu einer gewissen Potenz erhoben, gleich 
Null wird. 

Es gilt dann der weitere Satz: 

II. Jede kommutative Gruppe von Matrizen n-ten Grades, deren Ordnung 
qleıch ["]+1 ist, st fur n>5 gleich der Summe der Grupp &, und eimer 
Wurzelgruppe der Ordnung [7]: in der das Produkt von je zwei Elementen 
gleich Null vst. 

Auf Grund dieses Satzes genügt es daher (für » >53), die kommu- 
tativen Wurzelgruppen der Ordnung Fe} zu bestimmen. 

Kommutative Wurzelgruppen dieser Ordnung lassen sich für jedes 
leicht angeben. 

Ist n=2ın, so bildet die Gesamtheit der Matrizen («,,), in denen für 


2» <<m oder ,»>m 


*) Vergl. Frobenius, Theorie der hyperkomplexen Größen II, ebenda S. 634. 
**) Frobenius, a. a. 0. 8. 639. 
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die Größe a,, gleich Null ist, während die übrigen m’ Größen «,, beliebig 
sind, eine solehe Gruppe, die ich mit U, bezeichnen will. Ist n=2m+1, 
so kann man (für m>>0) zwei kommutative Gruppen der Ordnung 


2 
a n | 
m m=| 
+ 4. 
angeben. Die eine Gruppe umfaßt alle Matrizen («,,), in denen «„,=0 
ist, falls 


<—_m oder „,>m 


ist, die andere Gruppe umfaßt alle Matrizen («,,), in denen «a,=0 ist, 


sobald 
»<m+1 oder „,>m+1 


ist, Diese beiden Gruppen bezeichne ich mit \, und \,. 

Ich nenne ferner allgemein zwei Gruppen ® und 9 von Matrizen 
n-ten Grades, deren Ordnungen einander gleich sind, agquwinalent, wenn sich 
eine Matrix / von nicht verschwindender Determinante bestimmen läßt, so 
daß für jedes Element A von © die Matrix PAP' in 9°) enthalten ist. 
Dann läßt sich der Satz II noch folgendermaßen präzisieren: 

III. Ist n+$3, so st jede kommutative Wurzelgruppe der Ordnung 
“4 von Matrizen n-ten Grades für gerades n der Gruppe M,, für ungerades 
n entweder der Gruppe X, oder der Gruppe W,””) dqmvalent. — Für n=3 
ıst eine kommutatıwe Wurzelgruppe der Ordnung [7]=: entweder der Gruppe 


A, oder der Gruppe U; oder auch der durch die Matrizen der Form 


0 00 
aoQU od 
b ao 


gebildeten Gruppe aquwivalent. 
Ich gehe nun an den Beweis der hier ausgesprochenen Sätze. 
Da für jedes rn die kommutative Gruppe &, +, die Ordnung 


E I+ 1 besitzt, so kann die oben definierte Zahl », nicht kleiner sein als [7 E 


Es sei nun M’ eine kommutative Gruppe von Matrizen »-ten Grades, 


Pr 
deren Ordnung m-+ 1 nicht kleiner als [7 ]+1 ist, und es möge, was ohne 


*) Ich werde im folgenden die Gruppe $ dann kurz mit P&P-! bezeichnen. 
**) Die Gruppen X, und 4, sind, wie man leicht zeigt, nicht äquivalent. 
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Beschränkung der Allgemeinheit angenommen werden darf, N die Einheits- 
matrix #% enthalten. 

Ich nehme zunächst an, daß die charakteristischen Wurzeln jeder 
Matrix 4’ von M einander gleich sind. Dann läßt sich .\’ auf die Form 
A=A+eE 
bringen, wo 1"=0 ist. Die Gesamtheit der Matrizen A bildet dann eine 
Wurzelgruppe M der Ordnung m*), und W läßt sich als Summe der 

Gruppen &, und M auffassen. 
Es genügt, die Gruppe M für sich zu behandeln. 
Nun ist offenbar », =0 -[T 


4 
»<Zn keine kommutative Wurzelgruppe von Matrizen des Grades »' gibt, 


]- Es sei bereits bewiesen, daß es für 


deren Ordnung größer ist als E} 

Nach einem von Herrn Cartan””) herrührenden Satze läßt sich in 
jeder Wurzelgruppe ein von Null verschiedenes Element angeben, das mit 
jedem Element der Gruppe multipliziert, Null ergibt. Es sei .)/ eine 
Matrix der Wurzelgruppe M, welche diese Eigenschaft besitzt. Ich denke 
mir M' so gewählt, daß der Rang r dieser Matrix möglichst groß wird. 
Da M”=0 ist, muß bekamntlich 2”<{n sein; es sei n=2r+s. Man 
kann dann stets eine Matrix /’ von nicht verschwindender Determinante so 
wählen, daß PJ/' P"'= NM die Form 


V \V V 
ee. a ; Be 
\/ N V V 
4 4 sr 4 sg 4 sr 
y Y r 
l \ \ 
4r 4 rs 4 rr 


annimmt, wo Z, die Einheitsmatrix »-ten Grades, \,, allgemein die z Zeilen 
und 4 Spalten enthaltende Nullmatrix bedeutet. *“”) 
Jedes Element X der mit M äquivalenten Gruppe Wi, = P MP hat 


dann, wel X\M=MX=0 ist, die Form 


4b 


TE a 
x=IA B NH 
"ae na 


*) Dies gilt auch dann, wenn die Gruppe M’ nicht kommutativ ist. 

**) Sur les groupes bilincaires et les systemes des nombres complexes, Ann. de 
Toulouse, tome XII, 1898. — Vergl. auch Frobenius, a. a. 0. S. 639. 
***) Vergl. z. B. Muth, Theorie der Elementarteiler, S. 152. 
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wo A,B,(, D Matrizen sind, die bezw. s,s,r, r Zeilen und >, s, , s Spalten 
enthalten. Ich setze abgekürzt 


0 00 
X\=-1A BO 
DO 


Nun soll aber 
m — eh =r"+rs+ ;] 


sein. Die Gesamtheit der Matrizen D bildet eine kommutative Wurzelgruppe 
von Matrizen des Grades s, deren Ordnung 5 nach unserer Annahme nicht 


2 
$ 


4 
hängiger unter den Matrizen Ü; dann ist c<Zr”. Man kann nun, wie leicht 


einzusehen ist, eine Basis der Gruppe W, auf folgende Weise wählen: 
Zuerst hat man 


größer sein kann als | |. Es sei ferner ce die größte Anzahl linear unab- 


b+<b+e<r+][?| 


Elemente der Form 


ı Pe DE 
(1.) = A, B, 0 . (.=1,2,...b+ct) 
G, D, 0 


dann 
N m 
g=m—b—d>rs 


Elemente der Form 


0.00 
(2.) Y,=#:4, 0 OR. (#=1,2,...9) 
0 D, 0 


Es seien unter den Matrizen A, genau g, linear unabhängig, und zwar seien 
es etwa die g, ersten. Dann lassen sich an Stelle der Basiselemente (2.) die 
folgenden wählen: 


(3.) 








Wi 


O’P 
gc 


(b 


K 
ka 


in 
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00 0 
(4.) Z, = 0 oO 04, Gel... 
"u 9 


wo die D/ gewisse Matrizen mit » Zeilen und s Spalten sind. 

Man denke sich nun die 5+c’+g, Matrizen A, und A, 
geschrieben. Es entsteht auf diese Weise eine Matrix Ä, die s Zeilen und 
(b+c'+g,)r Spalten enthält. Es sei k (0<k<Zs) der Rang der Matrix Ä. 

Wir dürfen annehmen, daß bereits mit Hilfe der % letzten Zeilen von 
K eine nicht verschwindende Determinante Ä-ten Grades gebildet werden 
kann. Dies können wir stets durch eine passende Vertauschung der mittleren 
s Zeilen und Spalten der Matrizen von W erreichen, wodurch die Gruppe W 
in eine ihr äquivalente übergeht, während JM ungeändert bleibt. 


Es werde s—k=/ gesetzt und es seien 
b 


neben einander 


Agıy er Agın bo; 


oly ®® 
die Elemente der o-ten Spalte von A. Dann lassen sich bekanntlich stets 
/ Konstanten 


| Ey rer din 
Ran Er 0 N 
| TREE? 
bestimmen, so daß für jedes o 
k 
(ga —er,o, (a=1,2,...| 
Bm 


wird. 
Wir bezeichnen nun die Matrix (5.) mit 7, die Matrix s-ten Grades 


E ir) 
on 


mit S und die Matrix »-ten Grades 


m 
ern. M 
u ı Be 


r 


mit Q. Ersetzt man dann die Matrizen 











12 Schur, zur Theorie der vertauschbaren Matrizen. 
von M durch 

0 0 0 

() XQ-! = SA S Bs" 0 

TIHEEE u 0 


so enthalten die Matrizen SA, wie man ohne Mühe einsieht, in den ersten 
/ Zeilen lauter Nullen. 


I 


Wir können annehmen, daß bereits die Matrizen A diese Eigenschaft 
besitzen. Dann sind also alle «a,. gleich Null. 


Nun ergibt sich aber aus 


0 0 0 000 
7, X=| 0 0 01=XAZ=10 0 01, 
DA BB eo 000 
daß für jedes A 
D/A=0 
ist. Daher ist auch 
(6.) D’K=0. 


Weil aber der Rang der in den letzten 4 Zeilen von Ä stehenden Matrix 
gleich 4 ist, ergibt sich aus (6.), daß in D die letzten k Spalten lauter 
Nullen enthalten müssen. Es kommen also speziell in A, höchstens r%, 
in DD, höchstens »/ von Null verschiedene Elemente vor. Folglich ist 


AS rk, 9—- HZ rl, 
also y—_rs. Da nun aber y„>rs sein soll, ergibt sich 
g=rk, g—-yerl, =|[*], e= e=}r“. 


Damit ist zugleich bewiesen, daß m unter der über WM’ gemachten Voraus- 


e z . n? 
setzung nicht größer sein kann als | |. 


Wir können aber noch mehr schließen. ; 

Da die rk Matrizen A, linear unabhängig sind, und jedes A in den 
ersten / Zeilen lauter Nullen enthält, muß sich jede Matrix A als lineare 
homogene Verbindung der A, darstellen lassen. Wir können daher die 


Pr #° y . .. ® .. . 
"+| —| ersten Elemente unserer Basis so abändern, daß die A, sämtlich 


gleich Null werden, d. h. wir können ohne Beschränkung der Allgemeinheit 
annehmen, daß 


is! 


al 


di 
h 


L 
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er 
(7.) xX=10 B 0 


a 


SREN 2 7 
ist. Es wird dann 


0 0 0 0 0 0 
X,Y,=[B,4, 0 0]=Y,X,=[0 0 0. 
D.4, 0 0 =: ER © 


also ist D,A,=0 und folglich auch D,X=0. Daraus ergibt sich aber, 
daß die letzten Spalten von /), lauter Nullen enthalten müssen. Da nun 
die »/! Matrizen /) linear unabhängig sind, muß sich jedes D, als lineare 
homogene Verbindung der /)" darstellen lassen. 

Wir können daher unsere Basiselemente so transformieren, daß die 
D, sämtlich Null werden. Es sei also bereits 


ir 
X.=10 5, 0 
.... 


Nun erzeugen aber die BD, für sich eine Wurzelgruppe von Matrizen des 
- 2? 
Ss 


Grades s, deren Ordnung gleich | 


‚2 
‚| ist. Es muß sich also. falls F | nicht 


gleich Null ist, nach dem oben erwähnten Satze des Herrn Cartan eine 
lineare Verbindung 


000 
M=10 B 0 
00% 


der X, angeben lassen, so daß 5 von Null verschieden ist und, mit jedem 
5, multipliziert, Null ergibt. Es wäre aber dann, wie leicht zu sehen ist, 


MXL-, MHh=-0, MZ-, 


also wäre NW, ein Element von M,, das, mit jedem Element der Gruppe 
multipliziert, Null ergibt. Es besitzt dann für jedes © auch 


0 0.0 
x M + J/,=| 0 Bo 


zE, +0 0 0 
Journal für Mathematik Bd. 130. Heft 1. 
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dieselbe Eigenschaft. Man kann aber x so wählen, daß die Determinante 


von «E,+ nieht Null wird. Ist daher F 


Nullmatrix verschieden, so wäre der Rang von x«M+ JI, größer als vr, 


| nicht Null, also 5 von der 


was unserer über die Zahl ” gemachten Voraussetzung widerspricht. 

Es muß also s=0 oder s=1 sein. 
‚. Identisch. 

Es sei demnach s=1, also n—-2m-+1. Dann ist wegen k+/=s-1 
entweder A=1,/=0 oder k=0, !—-1. 

Es sei zunächst k=1,/=0. Dann haben die "k=r linear unab- 
hängigen Matrizen A, die Form 


Ist s=0, so ist M, mit der Gruppe U, = N; 


ebenso sei 


d;, 
d.. 
D, I ? 
d 


Aus I, F,=F,F, ergibt sich 
D A =D;4A, 
oder 


(8.) d,, 42 = d;, yo: (#,1,0,0=1,2,...r) 


Ist nun ">1, so können die Determinanten 


Ayo vP 


dA dr 


al 
nicht sämtlich verschwinden, da sonst die r Matrizen |; nicht linear un- 
abhängig wären. Es sei etwa 

Ad Ay 


+0, 


An (dm 
Dann ergibt sich aus (8.) für o=1,2,...r 
d,,d, =d,, 4 ) d,,42=d,,0,5; 


also d,=d,=0, d.h. D,=D;—=0. Man schließt dann auch für einen von 
1 und 2 verschiedenen Index u wegen 


D', AA=DiA,=0, 











le 


h& 


wi 


Su 


Di 


se] 
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daß D,=0 ist. Die Gruppe W, ist daher identisch mit der in der Ein- 
leitung definierten Gruppe NL,. 
Ist aber 4=0, /=1, so stimmt W, direkt mit der Gruppe W, überein. 
Der Fall »=1 oder »=5 bildet eine Ausnahme. In diesem Falle 
hat, falls =1, /=0 und D, nieht gleich Null ist, die von uns betrachtete 
Basis die Form 


0 00 000 
X,=10 0 01, j y 0 01, 
BR m: 08 


wo x, y, z von Null verschiedene Zahlen sind. Setzt man dann 


’ « 


yz 0 0 
R=10 z 04, 
.:.3 
so wird 
V 0 0 0 00 
RXRT=|0 0 01, RYR"'=I1 0 0 
Br eo 0 10 


Die Gruppe WM ist daher äquivalent der durch die Matrizen 


F_ iS 
“98 
2 dl () 


gebildeten Gruppe. 

Damit ist der Satz III vollständig bewiesen. 

Es bleibt uns noch übrig, den Fall zu behandeln, daß die Gruppe 
N der Ordnung m+1>[?]+1, von der wir ausgegangen sind, auch 
solche Matrizen enthält, deren charakteristische Gleichungen zwei ver- 
schiedene Wurzeln besitzen. Es sei A eine solche Matrix. Dann läßt sich 
bekanntlich eine Matrix /’ so wählen, daß A,=PAP"' die Form 


| Go 
Ei q 2 


annimmt, wo (@ und // zwei Matrizen gewisser Grade y und / bedeuten, 
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deren charakteristische Gleichungen keine Wurzel gemeinsam haben. Da 
aber jede Matrix X der Gruppe PWP' mit A, vertauschbar ist, muß nach 
einem bekannten Satze X die Form 


Yo 
(1%) 
0 Z 


haben, wo Y und Z die Grade g und Ah besitzen. 
Es sei bereits allgemein bewiesen, daß für »’<{n die Zahl ,, gleich 


I] ist. Die Matrizen F bilden dann eine kommutative Gruppe, deren 


Ordnung %k nicht größer ist als [%]+ 1; die Matrizen Z bilden ebenso eine 
(ruppe, deren Ordnung / höchstens gleich & +1 ist. Es ist aber offenbar 
m+1<k+l. 

Man erhält also 


Jr ı<m+HistH1<[l]+Hli]+2- 


Das ist aber nur dann möglich, wenn gh<Z2 ist, also nur für „=2 und 
n=3. Aber auch für diese beiden Fälle ergibt sich, daß m nicht größer 


2° 3° 
sein kann als | |=1. bezw. [ |=2. 

Für n>3 kommt nur der zuerst behandelte Fall in Betracht. Damit 
sind auch die Sätze I und II vollständig bewiesen. 


Für n—=2 kommen noch die Gruppen hinzu, die der Gruppe 


a o—d 
( j (a und 5 beliebig) 


0 5b 
äquivalent sind, für „=3 die den Gruppen 
a0 o a0 vo 
050 oder |5 a 0 (a, b und c beliebig) 
d 9:8 0 0 e 


äquivalenten Gruppen. 
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Zur Theorie der Rccatischen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung. 


Von Herrn @eorg Wallenberg in Charlottenburg. 


Vessior*) und derVerf.“”) haben diejenige Differentialgleichung zweiter 
Ordnung untersucht, deren allgemeines Integral eine linear gebrochene 
Funktion der beiden willkürlichen Konstanten ist: 


ey e.,.n,.7 9, . er . . 
(A.) y- 9 FM (C,&% willkürliche Konstanten). 


WETTE, \ 
ve rot 


Dieselbe hat die Form”“”) 

B) Yyta)yy—2y+ + Ny+d+dy+dy+ly=d: 
zwischen den 7 Koeffizienten «,, du, di, du, dı, da, d,; bestehen zwei Bedingungs- 
sleichungen, so daß sich insbesondere d, und d, durch die übrigen Koeffi- 


! 


zienten und durch die Ableitungen «@,,«',b,, db, nach z rational ausdrücken 


lassen.”””) Sie läßt sich durch die Substitution «= — in eine „Sttecatı- 
sche Differentialgleichung zweiter Ordnung“ transformieren, deren allgemeines 
Integral, abgesehen von einem nur die unabhängige Variable enthaltenden 
“aktor, die logarithmische Ableitung des allgemeinen Integrales einer linearen 
homogenen Differentialgleichung dritter Ordnung ist.7) Im folgenden soll 
die Differentialgleichung (B.) selber eine /trecatische Differentialgleichung 
zweiter Ordnung genannt werden. — Im ersten Teile wird gezeigt, wie die 
Integration dieser Differentialgleichung bei Kenntnis einiger Partikular- 


*) Ann. de Toulouse. IX. 

**) Dieses Journ. Bd. 121, S. 210—217. 
**#) 2.2.0. S. 216. 

T) a.a.0. 8. 215ff. 
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integrale sich gestaltet; im zweiten Teile werden ihre ersten Integrale einer 
eingehenderen Untersuchung unterzogen. 


I. 
a) Kennt man drei Partikularintegrale y,,%%., 7, der Differential- 
sleichung (B.), so erhält man ihr allgemeines Integral durch zwei Quadraturen. 
Dasselbe läßt sich nämlich in der Form schreiben 


ey, t+e,Ay, +uy. 


= - 
J ec trC, Aru 


und es kommt darauf an, 4 und « zu bestimmen. Durch die Substitution 


l . as \ j = nm ' 
er geht die Ditferentialgleichung (B.) (vergl. S. 77) in eine solche 
über, deren allgemeines Integral die Form hat 


e (u, +a,) te Ay, +ta,)+t u (y.+ @,) geu trcu,+-u, ; 


' 7 Bi ı 
co treo,Aru lom+ou+ u; 
Z - 


Die durch die obige Substitution transformierte Differentialgleichung 
B.) lautet: 


7 
1 


E= Id, = b,— bau + 4a) + se = 0: 
es ist daher (a.a. O. S. 216) 

I | / / L4 N 
- gg 5 (du — lu rel). 


Durch Vergleichung der beiden Ausdrücke für ” erhält man nun 


! 3 ! 
uU, 4 U, 4 U, ' 4 
f b j , ’ “ 
u Y, Ad, U, ur > U, Ur 6 
! ’ 
a HM. U 
za, Bm, 
U, U. 


also (nach Unterdrückung einer multiplikativen Konstanten) 


und daher 


ES 
Bet 
: 
: 
R 
re 
“3 
R 
he 
: 
Bi 
{ 





St 


ul 


e1 


Ww 


di 
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b) Kennt man vier Partikularintegrale y,, Y, 4, y, der Differential- 
gleichung (B.), so erhält man ihr allgemeines Integral ohne jede Quadratur. 
Denn schreibt man dasselbe in der Form 


ne ER RL. 
TA EEE RE ei 


: yv+yAy, +duy, FE EEE DER r ö 
; y-“ a: he (7,0 willkürliche Konstanten), 
' l+yA+du - 
so ist 
yAytoduy, | . . \ 
Yyy: „ryty, FouN (73,0, numerische Konstanten). 


I+yi+odu 
Aus 


N 


Ya Yı + Yı /. (Y; — Y,) rn Ö, u (y, _— Y;) — () 


und der daraus durch Differentiation hervorgehenden Gleichung 


! ! ! ! N ! 
4 i y—y) = | (? u PER. ) 
f .J 4 wi (J4 : 
— STIER y)( -1- ) ULIU, — U») re () 
4 Hı +3 + NY 5) | y, Br T 1 + +; (y; Y;) y—y En 
ergibt sich 
yYı _Yıyı _W 
je L ud. 5 Y,J, yo, u 
Y — Ns y—ıy), = Y,),, u 1. 


. au SE. Fine. ,° 3 u 3. 


wi a, 
u 0 au 
Yyıdı 9 —Y i Y, —y), u' /. 


\ 


DIRT 


YıY; Y,Y A j. 


wobei 


\ 


| 
j! a, (y, —y,) +y, Yy.—Yy, Yy\ - 5 (b, n b, a,t a,)(Yyı —Y, 


„ci tray rt 


’ ! ' ! | | uf 
u Go (Y, -y,) + YıY, 7 YY; r 7 (b, 7 b, 4,7 a.) Yı 9 


B Yıta)Y, + 4) 
die numerischen Konstanten 7, und d, gehen in die willkürlichen Konstanten 
y und Ö ein. 


e) Will man eine Beziehung erhalten, die der Konstanz des Doppel- 
verhältnisses von vier Integralen einer /trecatischen Differentialgleichung 
erster Ordnung entspricht und weder die Ableitungen der Integrale noch die 
Koeffizienten der Differentialgleichung (B.) enthält, so ist noch die Kenntnis 
eines fünften Integrales y, notwendig. Diese Beziehung zwischen dem 
11* 
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allgemeinen Integral y und fünf Partikularintegralen y,, %, %, Y4, y, lautet 
aly —-Yılh © (y-— Y,), A 
NYH-Y)l YMu-Y) Y-— Y% =V; 
Y—Yız YY, Y%Y 


darin sind c,,c, willkürliche, y,,;, numerische Konstanten.*) 


ll. 


Multipliziert man in (A.) mit dem Nenner herauf und differenziert 
einmal, so erhält man die beiden Gleichungen 


C (ySı an 11) +6 (ya— )ENn—Y bs; 


<o Co! I ar “el 3 Co ts! 
€ (yo +ya—n)+ 6 (Y + ya 12) 13 yG Ya; 


aus diesen ergibt sich 


ı 2 Sy) 
6) \ €; u a,y FE. aut a, Y + 41,4 — I, 
(Ye) 5; ' fi | DR u. 
a,y+ta, ta, y+ a3, 4 a 
' N f 2 yn 
ß R 2. A, Y + a2, Tr a2,Y 2 a2, Y Ze M, 
47 BT ' _— on 
d,.y + a3, r 43, Y + 43,4% Rt, 
Darin ist 
arın 18 
Mi N. 7 N. € 
1 « 
m = Zum i 13 BEER i2713 >23>3 in >92 >53 
a 2 a,= 3, 4 =|,. -r ‚d,= “u. 
24 VPE =2>3 Maris 23> 
ie %e ! r rat 
n.7 n.N 
7 u | En — | 43 1 Tun >3>j S, | 
(4 (= N. , d .—. n'n' D) d, = 4% + 5) dh, = 1,96: 
is Hı i3 di >; >Sı Hat 3> 
. ' } 'y! u >» % 
- - ı j 
Ben >] »2 a BE 9 2: i112 123 I my 
(= } “ dl; ER ! r , dz En 6% + & , (iz, na er er . 
fi rt >» Yıflz >] >92 





) Allgemein besteht zwischen 2% Integralen einer Differentialgleichung (n—1)-ter 
Ordnung, deren allgemeines Integral die Form hat 
= y,9,+ I; N, ai + Yan 
e 2 a zr I j a a ’ 
Yısı 7 Ya>, T''" TYnen 
Beziehung 
Gi, (Ymtk — y) =); 
(i,k=1,2,..n) 
die @;, sind Konstanten, von denen die der letzten Zeile und Kolonne gleich der Einheit 


gewählt werden können. (Vergl. Königsberger, Math. Ann. 30.) 





N 


N) 


ıı 
ll 


fi 
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Daher sind R,, R., NR, die linken Seiten Ztrccatischer Difterential- 
sleichungen mit den beziehungsweisen Integralen (c willkürliche Konstante): 


. wi { ın l 2) » ; 

Ns + N; ‘ N ER N, c N, + N, ° 
. 6 ’ ‚r “ ’ x .. u 

Eos + >; ( >3 + Ss u + op) 


N. \ 
es haben also R,=0 und R=0 das Integral ?=y,, R,=0 und W,=0 das 


9 n, ° 
=y, Rs=0 und R,=0 das Integral *=y, gemeinsam. 


2 


Integral 


U E 


Wir schreiben (5.) und (6.) in der Form 


(8 ) cv=«4 ytan ta,ytany __ @& R, 
. ne ! f y — 2) 9 
Y 7 03, + 03,47 03,4 R, 
f 3 
(9.) ER +02, +01,y-+ 02,% FR R, 
\eJs. „= | .==g 2, 
; \y' + a3, Tr a3,Yr 03,4" 1 R, 


Die Gleichungen (8.) und (9.) stellen zwei „erste Integrale“ der 
Differentialgleichung (B.) dar. Die 7 Koeffizienten « von (8.) hängen von 


den 5 Verhältnissen der 6 unabhängigen Größen n, Z ab; es müssen also 
zwischen denselben 2 Bedingungsgleichungen bestehen: desgleichen zwischen 


. . a ä a 
den Koeffizienten von (9.). Dividiert man (8.) durch (9.) und setzt = @,, 
i 


"=(,, so müssen auch zwischen den 7 Koeffizienten von 


U. 


(10.) a Peg 5 ag 
2 Bedingungsgleichungen bestehen. Diese 6 Bedingungsgleichungen sollen 
im folgenden aufgestellt werden; sie sind sämtlich von einander unabhängig; 
in der T’at repräsentieren die Koeffizienten von (8.) und (9.) 11 Größen, welehe 
von 5 unabhängigen Größen abhängen, also 6 Bedingungsgleichungen be- 
friedigen müssen. 

Die ersten drei Bedingungsgleichungen ergeben sich daraus, daß von 
den drei Ztrecatischen Differentialgleichungen A,=0, R,=0, /,=0 nach 
Obigem immer je zwei ein gemeinsames Integral besitzen müssen. Es 
mögen A,=0 und A,=0 das Integral y, gemeinsam haben (dasselbe ist 
auch ein Integral der Differentialgleichung (B.)); dann wird auch die 
Gleichung A, — A,=0 durch y=y, befriedigt, d. h. y, ist Wurzel der quadrati- 
schen Gleichung 


(11.) L= 0, +0; y-+ Ö), y=0. (&, =a, —a, ‚ku 1 
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Daraus. daß eine Wurzel dieser Gleichung z. B. die Differential- 
gleichung #,=0 befriedigt, ergibt sich leicht eine Bedingungsgleichung 
zwischen den «. Ebenso ergibt sich die zweite daraus, daß ,, das gemein- 
same Integral von A,=0 und A,=0, Wurzel der Gleichung 

d, hn ; di, y+0,, yo (9, 0, 0, ) 
und die dritte daraus, daß y,, das gemeinsame Integral von A,=0 und 
R,=0, Wurzel der Gleichung d,+J,y+4,y=0 (d, =, — @,,) ist. 

Die übrigen drei Bedingungsgleichungen würden sich nur schwer 
direkt aus den Gleichungen (7.) bestimmen lassen. Wir schlagen, um sie 
aufzustellen, folgendes Verfahren ein: Durch logarithmische Differentiation 
von (8.) und Multiplikation mit #, /, ergibt sich die Gleichung 


(12,) R,R,— RR; - R, RN) = Ly'+ Ly+ My+ N 0, 
welche mit (B.) bis auf einen Faktor übereinstimmen muß. Der Koeffizient 


von y' wird 


Pr. \ \ 2 ' d3, — VA, d>, 7 A, 
(15.) L=d + Ö, Yy+ Ö;, A Ö;, (y + 5 a, :) (v4 ni 2), 


worin A=d,—40, d,, ist. Der Vergleich mit (B.) zeigt, daß die linke 
Seite von (12.) durch einen der beiden y enthaltenden Faktoren von (13.) — 


e . l . , ’ 
es sei der Faktor d,,y+ 5 (03, —y-1,) — teilbar sein muß. Ferner ist der 


Koeffizient von y” in (12.): 
u 6 ® . 
L\=-0,+ nr. 20,,y 
Der Vergleich mit (B.) zeigt, daß 


2, y- + 
| “: = — 2 
Ö3, Y + 5) (>, —}. 1, ) 


sein muß; daraus ergibt sich (als erste der drei letzten Bedingungsgleichungen) 


' 


a, JYara: 


II. ER CH 
a, 


Die multiplikative Konstante ce kann man sich mit der Integrations- 
konstanten c, vereinigt denken und daher gleich 1 voraussetzen. Ferner 


) Rı und AS bedeuten die totalen Ableitungen von A, und Az nach z. 


rs 


a 


I 
I: 


fi 


St 
B 
fa 


Se 
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ersieht man, daß Y.4, in «, dasselbe Vorzeichen hat wie in derjenigen 
Wurzel y=:», der Gleichung (11.), die dem Teilungsfaktor von /, entspricht. 
Der Koeffizient von y' in (12.) wird, wenn man 
R=y+P.,R,=y+P 
a, .. . . 
setzt und z =) 4, berücksichtigt, 


oP oP . u 
Haas -+P; — P =: +14. (P,+P;). 
oz ( yY 1027 . / 
Auch J/ muß durch y—n teilbar sein, d. h. für =», verschwinden. 
Nun ist für v=n: 
OoL(n) , oL(n) , oL( 
L)=B(n)-P)=o, My Emo, LM _y7,=0: 
#7 eu, ch 
also: 


MGo)=) I;( +P,o))=] I, Kr, ( 


ı/ 


Ist daher 4,+0°), so muß AR,@)=0 und wegen L(y)=0 auch 
R,G,)=0 sein: d.h. n ist gerade das gemeinsame Integral y, der beiden 
Rticcatischen Gleichungen A#,=0 und /,=0, welches n. ©. (S. 81) auch ein 
Partikularintegral von (B.) ist. Aus (12.) folgt dann, da einerseits 

R,()=R;(n) ==), 
andererseits L(,)=1,(,)=M(7)=0 ist, daß auch N(r,)=0, also \(y) durch 
y—n teilbar sein muß, sodaß sich hieraus, wie vorauszusehen war (vergl. 
S. 81), keine weitere Bedingung ergibt. 
Dieselben Betrachtungen wie für das erste Integral (8.) gelten auch 


für (9.): Es mub 


sein; dies ist die zweite der drei letzten Bedingungsgleichungen. Die letzte 
Bedingungsgleichung ist rein algebraischer Natur und ergibt sich auf drei- 
fachem Wege: Da (10.) ebenfalls ein erstes Integral der Differentialgleichung 
(B.) ist, muß auch 


sein. Andererseits ist aber 





*) Der Fall 


A. =0 wird besonders behandelt (S. S6). 
s \ 
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Daraus folgt, daß 
V4; en 4, =V4, 
ist, und diese Gleichung lautet in rationaler Form, wenn man berücksichtigt, daß 


(14.) 0, +0, +, 0 ER 


1St, 


(15.) (0,03, — d, 0,7 — (0) d, — 0, 0,) (0,05, — 0,0, )=0. 


Dieselbe Gleichung ergibt sich auch durch folgende Überlegung. Durch 
Ditferentiation von (9.) muß man ebenfalls die Difterentialgleichung (B.) 
erhalten; es müssen daher die linken Seiten der beiden Gleichungen 


It yr+t, 0 
und 


di, 4 O5 y+ Od, —() 


den Faktor y+«, (vergl. S. 1, Gl. (B.)) gemeinsam haben;*) die Bedingung 
für eine gemeinsame Lösung stellt aber gerade die Gleichung (15.) dar. 
Endlich ergibt sich diese Gleichung auf dem folgenden Wege: Durch 
Elimination von y aus (8.) und (9.) muß sich das Integral (A.) der Diffe- 
rentialgleichung (B.) ergeben; man erhält eine quadratische Gleichung 


py+gay+r=d, 


in welcher die Koeffizienten p, 9, ” lineare Funktionen der beiden Integrations- 
konstanten c, und ©, sind. Soll y die Form (A.) haben, so muß die 
Diskriminante 

D=g-4pr 


das vollständige Quadrat einer linearen Funktion von c, und c, sein. Daraus 
ergeben sieh drei Bedingungsgleichungen, welche unter Berücksichtigung 
von (14.) in die eine Gleichung (15.) zusammenschmelzen, 

Die im zweiten Abschnitt gewonnenen Resultate können wir in die 
folgenden Sätze zusammenfassen: 


*) Aus dieser Tatsache, sowie aus (14.) folgt noch die bemerkenswerte Beziehung 
Ö1,4, + 02,4, + 03,4%, =V, also wegen di, + da, + d3,—=0: 
Ya NY: Ys —Yı : Yı Ya = 02, 03, : 3, 0, : O2,» 


- 
- 


ua 
TE EEEER ET 27 ar SENT : 


rn ee une Lil EREN 
. Be EEE 2 





Sn 
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da 
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I et a a aaa ta inite BEN, 
1 EEE ER N EN 
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I. Ist yen ein Partikularintegral der Mifferentialgleichung (B.), so 


nımmt diese durch Multiplikation mit dem Faktor .(y—n), wo knur von 2 ab- 


a2 d %) 
Ri e 


ITOTAUS sich ein erstes Integral derselben "On der Form 


hangt, die (Grestalt an: 


, 
e i 
a ? 


ergibt: N, und N, hedeuten darin die Iınken Seiten Sie ver Riecatischen 
Iifferentialglerchungen, welche das gemeinsame Integral 4 ) hesitzen. 


II. Damit 


' y i 2 
yY+ta,ta,yta,y”’_,R 
C=(0,', 4 —1’%- 
yr0,T03,Yru3,Y hi 3 


ein erstes Integral einer Differentialgleichung (B. set. 1st nofte ndıq und hın- 
rerchend. daß 
a) die Riccatischen Differentialgleichungen R,=0 und R,=0 ein 
jemeinsames Int gral hesitzen: dasselle st eine Nhrrzel der (ıl, chung 
+ yet, 


b) @ eVAndz wo I=d, — 40), O5, st und Vf, dasselbe Vorzeichen 
wie ın der gemeinsamen Lösung ınder a) hat. 

Da (A.) das allgemeine Integral von (B.) ist, können wir diesen Satz 
auch in folgender Form aussprechen: 

III. Damit das allgemeine Integral der Differentralgl: chungsschar 


(£, R, > (n R,; —() 


oder der mut dem konstanten Parameter C behaftet: N Riceatischen Inffe- 


entialgleichung 
y (0,— C,) + (@, 0, 6,03 ) + (0,0, Pr e,)Yy+ (@ 0,06, e;,) YO 


eine linear gebrochene Funktion des Parameters C, set. sınd a) und b) die 
notwendigen und hinreichenden Bedingungen 

IV. Zwischen den Koeffizienten zweier ersten Integralı dı !’ Diff: ri ntral- 
gleichung (B.) 

y- Rt a1, Yy+ ,Y° 

a4=0R, ‚—=Uın; 

Yy+o,+0,y-+ as, y’ R, 


Journal für Mathematik Bd. 130. Heft ?. 














86  Wallenberg, zur Theorie der Riecatischen Differentialgleichungen 2. Ord. 


; y+a,-+ a2, y-+ as, y” R, 
au ; = 


2 u G, r 
y + a3, + 03,Y + 3, y’ R, 


bestehen 6 Bedingungsglerchungen: die drei ersten werden dadurch geliefert, 
daß von den drei Riccatischen Differentialgleichungen R,=0, R,—=0, 
RR, =0 je zwei em Partikularintegral gemeinsam haben, welches Wurzel einer 
quadratischen (Heichung 

Ö), +0,y+ 0, 0) (k=1,2,3) 


Ist, Ferner Ist 
. 7 A,d: - >* 
0, € . Ol, 


und 
(J, O3, — 0,0, m (0, Ö, — 0,0.) (0, Ö;, _ Od; Ö\,) —(), 


Diese & Bedingungsgleichungen stellen gleichzeitig die Relationen zwischen 


den Determinantenausdrücken (7.) dar. 


Spezialfälle. 
I. 2:—=V, also u,=1. 
In diesem Falle lautet das erste Integral 


B..8 r 2 
yvtarayte,y' __ R, 


. 16 C ar; B/ | - Be ug pP 
y+ta,tra,y+tQa,Y R, 


Ferner ist 


L (y) =0d,+ Ö,y -ı d,,y’ — 05, (y _ N). 


In der dureh Differentiation von (16.) sich ergebenden Differential- 
eleichung 


RR,—RY= Ly"+Ly?+My+N=0 


sind ./ und N (vergl. 8. 82) ebenso wie ZL, von selber durch y— » teilbar, 
auch ohne daß die Zticcatischen Differentialgleichungen A, =0 und A,=0 
ein gemeinsames Partikularintegral besitzen.”) "Trotzdem muß, wie aus den 
(7.) hervorgeht, diese letztere Bedingung auch im Falle 4, = 0 


(rleichungen ( 


Es ist 
‚_8P 3P. 
N=—P—-PT2+YAPP, 


Oz 


a 
&) 


al 
ai>yV 


Nr)=Y4,P,(n)R,(n). 
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erfüllt sein, wenn das allgemeine Integral von (16.) die Form (A.) besitzen 
soll. Ein einfaches Beispiel möge dies erläutern. Für das erste Integral 


_y+2y’—1 


7 Ze u 2 
rot 


der Differentialgleichung 
yy'—2y"+2y=0 
it L=y, also 4=0; aber die beiden /trecatischen Gleichungen 
y+2y—-1l=0 und y+y—1l=0 


besitzen kein gemeinsames Integral. In der Tat hat das allgemeine Integral 
nicht die Form (A.); es lautet: 


wenn 


gesetzt wird. 
l d;, 
2 ds 


muß Integral von A,=0 und A,=0 sein“; daraus ergeben sich die expli- 


Die fragliche Bedingung lautet nun in unserem Falle: „y=— 


ziten Bedingungsgleichungen: 
1 5 1 d>, | Ö3, ® 
eat (5,) 
eN 1 d} | 02,\ 
= =) 3. —,0 ( ) 
30 2 Ö2, r > 3 Ö3, 4 “ Ö3, I 


deren Folge .4,—=0 ist. — Da in diesem Falle =-—a, ein Integral der 
Differentialgleichung (B.) ist, besteht zwischen ihren Koeffizienten die Be- 
ziehung 


2, + ba) dt+da-da+da=0. 


Il. 2,=0,=0, also 1,=(a,—@,). 


In diesem Falle wird 


„tar, _ 9, )di Y 4 @y, 2 a1,Y 
y r a3, + 03,4% 


ct 
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Die zweite Bedingungsgleichung fällt fort, da die beiden Differential- 
gleichungen Y+a@, +0, y=0 m y+@,+ 0; y=0 von selber das Integral y= x 
oder genauer die durch y= _ transformierten Differentialgleichungen 

U +e Wteun=0 und — "+ WW + t=0 


das Integral ”»—0 gemeinsam haben. In der Tat lautet das allgemeine 
Integral der Differentialgleichung 


Sad: Sad N aı,de N ard: s Ü 
r, &ı,e —ca; € a, (603, 
y+ y-+ ; 0: | 
/ a, d: / a, da i R 0, d: J a3, dz | 
( — e CE 
» fi ‚.d: . la l: 
0 [a dz B= Ü / 3,€ dz 
N —- “ — { 
J / a, d / O0, d 
. l 


ist also linear gebrochen in c. 








Uber die geodätischen Linien einer Klasse von Flächen, 
deren Linienelement den Zrourzlleschen Typus hat. 


Von Herrn Paul Stäckel in Hannover. 


k 


h 
Ein bekanntes, in die Lehrbücher übergegangenes T'heorem von 
J. Liouwille (Journ. de Math. (1) 11 (1846), S. 345) besagt, daß die geodä- 
tischen Linien der Flächen, bei denen das Quadrat des Linienelementes (s 
auf die Form 
d®=[U(u) —V(e))(due + dv”) 


rebracht werden kann, sich durch Quadraturen bestimmen lassen. Bewegt 
sich nämlich auf einer solehen Fläche ein materieller Punkt ohne den Einfluß 
äußerer Kräfte, so wird bei geeigneter Wahl der konstanten Geschwindigkeit 
seine Bewegung durch die Gleichungen dargestellt: 


E Udu . Vdv 
0 ru 


:- du dv > 
F ea) Kern al 


in denen ? die Zeit bedeutet, während «, ?, r Konstanten bezeichnen, deren 
Werte durch: die Anfangsbedingungen der Bewegung bestimmt sind. 


(A.) 





Mit dieser Zurückführung auf Quadraturen ist jedoch nur die Grund- 
lage für eine genauere Untersuchung des Verlaufes der geodätischen Linien 
auf den betreffenden Flächen gewonnen, und hier bleiben noch große 
Schwierigkeiten zu überwinden. Am weitesten ist man in dem besonderen 
Falle gelangt, daß eine der Funktionen 7/(v) und V(v) sich auf eine Kon- 
stante reduziert, sodaß die zu dem Linienelement gehörigen Flächen auf 
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Rotationsflächen verbiegbar sind; seit 1697 haben sich, durch Johann Bernoulli 


angeregt, die Geometer mit den kürzesten Linien auf den Rotationsflächen 
beschäftigt, ohne daß freilich der Gegenstand als erschöpft anzusehen wäre. 
Flächen, bei denen eine solche Vereinfachung nicht eintritt, sind erst neuer- 
dings von dem Verfasser dieser Abhandlung betrachtet worden.) Diese 


Betrachtungen zu vervollständigen und weiterzuführen, ist der Zweck der 


vorliegenden Abhandlung. 


2. 


Der Ausgangspunkt meiner früheren Betrachtungen war ein Theorem 
von Herrn Staude””), auf das ich zunächst eingehen muß. 

Es handelt sich um ein Umkehrproblem zwischen zwei Paaren von 
reellen Veränderlichen x, y und «,v, die mit einander durch die beiden 
Gleichungen verknüpft sind: 


| a gu) du y; ıw(v) do 
z | Yen. art V@—b)(B—e)h(o)' 


(B.) ; 


" 


u (u) du u o(%) dv 
+ ’ 
J / Y(u— a) (A—u) 9 (u) / Ve—b) (B—v)k(o) 


Hierin sind die Funktionen p (w), (u), fGı), ge); vw), o (ve), ho), k(v) für 
alle Werte der Veränderlichen « und », die dem durch die Ungleichheiten 





ee Dar, h<v<PB 


erklärten Gebiete & der v»-Ebene angehören, folgenden Bedingungen unter- 
worfen, die Herr Staude teils ausdrücklich festsetzt, teils stillschweigend 
voraussetzt: 

l. Sie sollen in & sämtlich eindeutig, endlich und stetig sein. 

2. Die Funktionen /(w), y(w); h(w), k(r) sollen darin beständig positiv 
sein und niemals verschwinden. 

3. Die Funktionen % (w), 2 (u); w(e), ®(v) sollen darin ihr Vorzeichen 
niemals wechseln. Sie dürfen in einzelnen Punkten verschwinden, aber nicht 
für alle Punkte eines noch so kleinen Intervalles Null werden. 


*) Zur Theorie der geodätischen Linien, Jahresberichte der Deutschen Mathe- 
matiker-Vereinigung, 11 (1901), S. 121—129. 
**) Math. Ann. 29 (1857), S. 469—485; vergl. auch dieses Journal, 105 (15%), 


S. 298—328. 
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4, Die Determinante 
D(u,v)=y (u)o(r) —z(u)y(r) 
soll in & beständig positiv oder beständig negativ sein und niemals ver- 
schwinden. 

Unter diesen Voraussetzungen werden, wie Herr Sfaude beweist, durch 
die Gleichungen (B.) umgekehrt und v als eindeutige, endliche und stetige 
Funktionen der unbeschränkt veränderlichen Argumente x und y definiert, 
die überdies doppelt periodisch sind mit den Periodenpaaren 


i nA q ] 2 (ud 
20,2 / | y(u)du a Te / (u)du 
. Y(w—a)(A—u)f(u) ’ VYluau—a)(A—u)g (u 


dad 


und 


2 FE ” "Mi ı(v) dv 2 AU > fü w(v) dev 
Fi ah, 22 u . 
’ VYe—b)(B—e)hlr) ’ VYe—d)(D—ev)Kk(e) 


den Wurzeln ist das positive Vorzeichen zu geben. 
Um das Theorem von Herrn Staude für die Gleichungen (A.) nutzbar 
zu machen, wird man das Umkehrproblem heranziehen: 


Udu ® — Vdv 
Kr 'U—a +/ En 
-f du ı IEr a 


U—o 


(0.) 





Hat man nämlich aus den Gleichungen ©) umgekehrt « und » als Funktionen 
von © und y bestimmt, so braucht man nur für x eine geeignete lineare 
Funktion der Zeit f, für y eine geeignete Konstante einzusetzen, um Funktionen 
ı und v von £ zu erhalten, die den Gleichungen (A.) genügen. Auf diese 
Weise ergibt sich eine Parameterdarstellung für die geodätischen Linien 
der Flächen mit einem Linienelement vom Ziowrzlleschen Typus, die sich 
für die Diskussion ihres Verlaufes in vielen Fällen als sehr nützlich erweist. 
Damit die Gleichungen (B.) in die Gleichungen (C.) übergehen, hat 
man zu setzen 
p (u)= ! (u), (u)= + w(v) —_ — (ve), o(v)=-—1; 
UKu)-a—(u-a) (A-u) f(u)= (ua) Au) gu), 
e—- V(e)=(r—JI) (br) h(t)=(r —b) (bo) k(r). 


Jetzt kommt alles darauf an, ob die so erhaltenen Funktionen 


9. 20; ad, 9ad5 wi), we); hr), kl) 
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die Bedingungen erfüllen, die ihnen bei dem T'heorem von Herrn Staude 


aufzuerlegen sind. 


3. 


Die folgenden Untersuchungen gestalten sich einfacher, wenn man 
statt der Fläche ihre konforme Abbildung auf die Ebene betrachtet, die sich 
vermöge der Parameterkurven «=konst. und v»—konst. ergibt. Allerdings 
muß hinterher gezeigt werden, wie die in der «v-Ebene gewonnenen Er- 
gebnisse auf die Fläche selbst zu übertragen sind; hierauf werde ich später 
zurückkommen. Den geodätischen Linien der durch das Linienelement ds 
charakterisierten Flächen entsprechen gewisse Bildkurven in der «r-Ebene, 
die ich kurz als @-Aurven bezeichnen will; diese @-Kurven werden durch 
die Gleiehungen (A.) gegeben. 

Was zunächst die Bedingung 1) betrifft, so sind die Funktionen 
(u) und Nr) sicher eindeutig, denn der Ausdruck 


ds’ — KL (@) — V() (du ex di”) 


soll das Quadrat des Linienelementes einer Fläche darstellen. Dagegen 
kann die Endlichkeit und Stetigkeit in gewissen Punkten und Kurven der 
v-Ebene aufhören, die markiert werden mögen. 

Ebenso wird man wegen der Bedingung 3) diejenigen Geraden 
=konst. und »=konst. markieren, in denen Ü/(v) und V(») mit Zeichen- 
wechsel verschwinden, und dasselbe gilt für die etwa vorhandenen, von zwei 
der »- oder v-Achse parallelen Geraden begrenzten Flächenstreifen, in denen 
eine dieser Funktionen verschwindet. 

In jedem von markierten Punkten freien Gebiete der „»-Ebene sind 
dann die Bedingungen 1) und 3) erfüllt. 

Die Bedingung 2) erfordert zunächst, daß die Gleichungen 


UW)—e=0, e—-Vee)=0 
bei geeigneter Wahl der Konstanten « beide mindestens zwei reelle einfache 
Wurzeln besitzen. Diese Forderung ist nicht immer erfüllt. Das zeigt das 
einfache Beispiel: 
(u)=3+sint, \(G)=sinv, 
denn für reelle Werte von v und » kann niemals 


3+sinu=sin® 
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sein. Die Bedingung 2) bedeutet demnach eine wirkliche Beschränkung 
in der Wahl der Funktionen U(w) und 1»). 
Daß die Gleichungen 


ÜW()-e—V, e—V()=0 
für ein gewisses Intervall von Werten der Konstanten « mindestens zwei 
reelle, einfache Wurzeln besitzen, ist jedoch noch nicht ausreichend. Damit 
die Bedingung 2) erfüllt ist, müssen außerdem die Quotienten 
U(u)— a a—V(v 
(u) und | (”) | 
(u— a) (A—u) (.—b)(B— ev) 
für a<u<ÄA und b<v<ZBb stets positive Werte haben. Daß dies eine 
neue Forderung ist, zeigt das Beispiel 
UW)=w, V(v) —ı, 
Wenn in dem Rechteck WR mit den Ecken 
a,b a,b A,b A,B, 


die Grenzen eingeschlossen, keiner der markierten Punkte liegt, so sind die 
drei ersten Bedingungen für die Gültigkeit des Theorems von Herrn Staude 
erfüllt. Ein einfaches Beispiel, in dem dies zutrifft, ist etwa die Annahme 
UW)=-u, Ve)=v"—1, 
bei der « zwischen —1 und O liegen muß. 
Die Bedingung 4) besagt in dem vorliegenden Falle, daß der Ausdruck 
U)—-V(v) 
in N beständig positiv oder beständig negativ sein soll und niemals ver- 
schwinden darf. Da ds’ für reelle Punkte einer Fläche niemals negativ 
sein kann, gilt die Ungleichheit 
UÜW)-V(e)>V0 
indem durch die konforme Abbildung der Fläche auf der v»-Ebene erhaltenen 
Gebiete, das unter Umständen auch die ganze «v-Ebene umfassen kann. 
Zu den Punkten, in denen 
(u) — V(v)=0 
ist, gehören aber die vier Ecken des Rechteckes W, denn aus den 
Gleichungen 
Ua) -a=0, e-N)=0, 
U(A)-a=0, a—V(b)=0 


Journal für Mathematik Bd. 130. Heft 2. 
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folgt 
Ua) = UA)=FO)=V(B). 
Das bedeutet jedoch, daß die Bedingung 4) bei den Gleichungen (C.) niemals 


erfüllt ist, sodaß sich auf sie das Theorem von Herrn Staude nicht an- 
wenden laßt”). 


4, 


Der soeben auseinandergesetzte Sachverhalt hat mich veranlaßt, zu 
untersuchen, ob sich die Bedingung 4) nicht durch eine andere, weniger 
fordernde ersetzen lasse. In der Abhandlung: Über eine Gattung n-fach 
periodischer Funktionen von n reellen Veränderlichen*“) habe ich gezeigt, 
daß in der Tat das Theorem von Herrn Staude gültig bleibt, wenn der 
Ausdruck (x, v) in dem Rechteck R das Vorzeichen niemals wechselt und, 
als Funktion von « angesehen, bei beliebigem v, als Funktion von v an- 
gesehen, bei beliebigem « nicht für alle Punkte eines noch so kleinen 
Intervalles gleich Null ist. Die „erweiterte Bedingung 4)“ kann aber bei 
den Gleichungen (C.) in dem Rechteck N sehr wohl erfüllt sein. 

Um zu untersuchen, ob das der Fall ist, hat man die Punkte der 
«v-Ebene zu betrachten, in denen 


Uu)—-V(e)=0 

ist. Dabei ist zunächst zu bemerken, daß U(u) —V(rv) niemals ohne Zeichen- 
wechsel verschwindet. Gäbe es nämlich in der «v-Ebene eine Kurve, in 
der diese Differenz ohne Zeichenwechsel verschwände, so müßten die 
Funktionen U(w) und V(») für die betreffenden Intervalle der Werte von 
und » in allen Punkten ein Extremum besitzen, und das ist unmöglich. 
Wohl aber kann es einzelne Punkte geben, in denen U—YV verschwindet, 
und Kurven, in denen diese Differenz mit Zeichenwechsel gleich Null wird. 
Wenn die Bedingung 2) für ein ganzes Intervall von Werten der Kon- 
stanten @ erfüllt ist, gibt es stets solche Kurven; denn a, A und 5, 5 werden 
dann Funktionen von «, und durch die Gleichungen 


*) Diesen Umstand hatte ich in meiner oben angeführten Abhandlung übersehen; 
die in ihr enthaltenen Sätze sind jedoch, wie sich aus dem Folgenden ergeben wird, 
ausnahmslos richtig. 

*") Dieses Journal, Bd. 128, S. 222—242. 
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DZ -a(@) jı= a(e) ju= A(e) f" A(e) 
lv=b(e) "= bf(e) \v= b(e) = »b(e) 
werden Kurven dargestellt, in denen U — N verschwindet. Bei dem vorher 
angeführten Beispiel, wo 
UW)=-u, V))=r"—1 
war, sind diese Kurven die vier Quadranten des mit dem Halbmesser 1 um 
den Anfangspunkt der Koordinaten beschriebenen Kreises. 

Soll das erweiterte T'heorem von Herrn Staude, nachdem die Be- 
dingungen 1), 2) und 3) erfüllt sind, anwendbar sein, so darf kein Teil der 
Kurven Ü—-V=0 im Innern des Rechteckes N liegen, denn sonst würde 
D(u,v) darin mit Zeichenwechsel verschwinden. Von besonderem Interesse 
werden daher diejenigen Linienelemente sein, bei denen die den Kurven 
U—NV=0 eingeschriebenen Rechtecke X stets die eben aufgestellte Forderung 
befriedigen. Das wird der Fall sein, wenn die Gleichung ÜV—- =0 einen 
geschlossenen Kurvenzug darstellt, der von jeder der Geraden «= konst. 
und v»—=konst., die ihn überhaupt schneiden, in genau zwei Punkten ge- 
schnitten wird. Einen solchen geschlossenen Kurvenzug will ich ein Ova«/ 
nennen. Im folgenden sollen nun die geodätischen Linien derjenigen Flächen 
untersucht werden, deren Linienelement den Ziowwzlleschen Typus hat, und 
wo durch die Gleichung Ü—-V=0 ein Oval dargestellt wird, in dessen 
Innern U—YV positiv ist. 


Ein durch die Gleichung 
U(u) FR V(v)= () 
dargestelltes Oval besitzt bemerkenswerte Eigenschaften. 
Die Gerade «=«a möge das Oval in den Punkten «a,b und a, B 


schneiden, sodaß 
Ua) V(b)=0, Ula)— V(B)=0 


ist. Die Gerade "= schneidet das Oval in dem Punkte «,b und in einem 
zweiten Punkte, der mit A,d bezeichnet werde. Dann ist 


U(A)-V()=0. 
Aus diesen drei Gleichungen folgt nun, daß auch 
U(A)—-V(B)=0 
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ist; hierin liegt aber, daß die Geraden «=A und v=B beide das Oval in 
dem Punkte A, 5 schneiden, sodaß ein dem Oval eingeschriebenes Recht- 
eck N mit den Ecken 


ad 


‚b a,B A,b A,B 
entsteht. 


Wird jetzt 
UÜla)=U(A)=V(b)=V(B)= «a 
gesetzt, so sind die Gleichungen 
UW)—-ae=0, a—-V(v)=0 
für v=a,A und v=Öb,B erfüllt. 

Die Forderung, daß a, A und 5, B einfache Wurzeln seien, läßt sich 
geometrisch deuten, wenn man voraussetzt, wie das von jetzt ab geschehen 
soll, daß das Oval in jedem Punkte eine bestimmte Tangente besitzt. Sie 
besagt dann, daß die Tiangenten des Ovals in den vier Eckpunkten des 
Rechteckes N weder der uw-Achse noch der v-Achse parallel sein dürfen. 
Man wird daher das Oval der weiteren Beschränkung unterwerfen müssen, 
daß die Geraden «=konst. und »=konst., die das Oval in zwei von ein- 
ander verschiedenen Punkten treffen, niemals gleichzeitig Trangenten des 
Ovals sein dürfen. Unter den Geraden «=konst. und »=konst. wird es 
allerdings immer mindestens zwei, und in dem vorliegenden Falle genau 
zwei geben, die das Oval berühren. In diesen Punkten wird beziehungs- 
weise 5=5b und a=Ä; das zu ihnen gehörende Rechteck N wird daher in 
eine geradlinige Strecke ausarten, die, wie man sofort erkennt, die größte 
der Sehnen des Ovals parallel der v-Achse bezw. der w-Achse ist. 

Es ist vorteilhaft, die «- und die v-Achse in diese größten Sehnen 
zu legen, was stets unbeschadet der Allgemeinheit möglich ist, da der Aus- 
druck für ds dabei den ZLiowvilleschen Typus behält. Für die Punkte des 
Ovals mögen dann die Werte von « in dem Intervall 


(1.) u, <u<w 
liegen, die Werte von v in dem Intervall 
(2.) , <v<v. 


Die Ableitungen von U(r) und V(v) sollen, wie üblich, mit U’(«) und V'(v) 
bezeichnet werden; sie haben in den Intervallen (1.) und (2.) bestimmte, 
endliche Werte und verschwinden nur, und zwar mit Zeichenwechsel, für 
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, « 


„—0 und v=0. Wird 

Vu)= UM; U@)-1. 
esetzt, so darf man voraussetzen, daß / kleiner als /, ist; wäre das nämlich 
nicht der Fall, so ließe es sich durch die Vertauschung von « und » 
erreichen, die wieder unbeschadet der Allgemeinheit erlaubt ist. Weiter hat 
man dann 


Vw)=V(w)—=L; V(0)—=M. 
Hieraus folgt, daß « in den Grenzen (JM... L) liegt. Jeder Wert von « 
innerhalb dieser Grenzen liefert ein Rechteek mit den Eeken 


a,b a,b A,b Zu 


’ 
Die Wurzeln a, A und 5b, 3 ändern sich, wenn « das Intervall durchläuft, 
folgendermaßen. Wenn « von ./ bis ZI, wächst, so wächst a von «, bis 0, 
A nimmt ab von , bis 0, Ö nimmt ab von O bis v,, 3 wächst von 0 bis ».. 
Für e&= JM wird D)=B=0,a=u 
b=v,,B=rv,. Jedem Werte von « ist daher ein bestimmtes Rechteck W 
umkehrbar eindeutig zugeordnet, das betreffende Rechteck möge daher mit W, 


„A=u, und für e=L wird «@=A=0 und 


bezeichnet werden. Die Rechtecke W,, und N, sind ausgeartet, sie bestehen 
aus dem Stücke der w-Achse u= (tw, ...u,) und dem Stücke der v-Achse 
"=(", ...0), die man hin und her durchlaufen muß. 


6. 

Die Konstanten / und /, unterliegen noch einer Beschränkung. Damit 
die Bedingung (2.) erfüllt ist, dürfen ” und V im Innern des Ovals nicht 
mit Zeichenwechsel verschwinden. Das würde aber eintreten, wenn J/ und / 
verschiedenes Vorzeichen besäßen. Sollte das der Fall sein, so setze man 


Ua) — 4 (?) + ( . V(v) V‚(v) +U, 
wo ( eine Konstante bedeutet, die man stets so wählen kann, daß die 
Größen M—Ü und L—Ü dasselbe Vorzeichen besitzen. Werden diese Aus- 
drücke für U und V in ds’ sustituiert, so bleibt der Liouvil/esche Typus 
erhalten, und es ergeben sich für die geodätischen Linien die Gleichungen 


[ U, du r* f V, de / 
| -—=t—17 
] Ü, TI | aa 1 ” 


«/ L 


(Aı.) 


r . du » do | 
J V U,—u, e / } _ Fe r Pu 
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in denen jetzt an die Stelle von M und /, die Größen M— Ü und L—( treten, 
die beide dasselbe Vorzeichen besitzen. Es darf mithin unbeschadet der 
Allgemeinheit vorausgesetzt werden, daß M/ und /, dasselbe Vorzeichen haben. 

Zu den Gleichungen (A,.) hätte man noch auf einem anderen Wege 
gelangen können, nämlich durch lineare Kombination der Gleichungen (A.). 
Hieraus ergibt sich die Möglichkeit einer beachtenswerten Ausdehnung des 
erweiterten 'T'heorems von Herrn Staude. Ist nämlich in den Gleichungen 


a. 78 plu)du w w(v)dr | 
| e; \(u—a)(A— u) f(w) ? J VY(e—b)(B-v)h(r) 
B*, 
( ) u (u) du 1 ® o(") d „ 


Y ; ir dd ET TR . V@e—b(bB—r)h(e) ) 





die aus den Gleichungen (B.) bei der Annahme 


fu)=gw), Ao)=kle) 
hervorgehen, die Bedingung 2) nicht erfüllt, so bilde man die linearen 
Kombinationen 


X\=exc+py, Y=eya+dy, 


wo die Konstanten «,,y,0d nur der Bedingung zu unterwerfen sind, dab 
ihre Determinante «0 — /y nicht gleich Null ist, und untersuche, ob vielleicht 
für die Funktionen 


ep) + Pr), Pd) +I2UD; aeyl)+Pole), yw@)+do(n) 
die Bedingung 2) bei geeigneter Wahl der Konstanten «, ,y, 0 befriedigt 
wird. Das wird in vielen Fällen eintreten, und dann werden « und » nach 
dem erweiterten 'T'heorem von Herrn Staude eindeutige, endliche und stetige, 
doppelt reell periodische Funktionen der unbeschränkt veränderlichen Argu- 
mente A und Y, folglich auch Funktionen genau derselben Beschaffenheit 
von x und y. 


T. 
Nach dieser Abschweifung will ich zu den Funktionen a, A und 5b, 5 


von « zurückkehren, die noch einer genaueren Untersuchung bedürfen. Diese 
Funktionen stehen in engstem Zusammenhange mit dem Ovale 


UVW)-VoV)=0; 
denn die Gleichungen 
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ju= a(e) ju=a(e) (u = A(e) ju= A(e) 
\ve=b(e«) \v=b(e) \v=b(e) lv=Pb(e) 
sind zusammengenommen eine Parameterdarstellung dieser Kurve. 


Diese Parameterdarstellung ist einer Vereinfachung fähig. Um « und .] 
gleichzeitig als Funktionen von « darzustellen, bediene ich mich der Identität 


= - (A+a) +, (A-a) 


und versuche « und A durch die Gleichung 


(a.) u=h(e)+Vo(e) 
in der Weise darzustellen, daß für positives Vorzeichen der Wurzel A, für 
negatives a erhalten wird. Soll das der Fall sein, so müssen zunächst die 
Gleichungen bestehen: 
1 =KM)—Vo(M), u =4(M)-+] o(M), 
ı(I)=0, o(L)=0. 

Da a und A als Funktionen von « für das Intervall (.J/... L) eindeutig, 
endlich und stetig waren, muß dasselbe für 4(«) und o(«) gelten. Ferner war 

SE da |] 

da UA) de Ta)’ 
wo der Nenner nur für «=A=0, das heißt für «=/, verschwindet und 


. dA ' . da u . 
sonst bei j., negativ, bei j. positiv ist. Jetzt wird aber 
( ( 


RR 
AA 1 («)Vo(«) + >09 («) 


da V o(e) 
und 


l 4 
da Pr 4 (a) V o(e) — 22 («) 
BR: V e(«) 
Mithin müssen die Ableitungen der Funktionen A(«) und o(«) endlich sein 
und zwischen ihnen die Ungleichheiten bestehen 
Er 7 BAR er 
1 >rW Ve >+ lee). 


Da Vo(e) im Nenner steht, darf diese Funktion nur für «= /, verschwinden, 
muß also für VM<e@<L positive Werte haben. Endlich muß o(«) für « =], 
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von der ersten Ordnung verschwinden. Da nämlich die Gleichung 
UÜ(a)=1 

die Doppelwurzel @=0 hat, beginnt die Entwicklung von @—/ nach 
Potenzen von « mit einem Gliede, das a’ enthält. Folglich beginnt die 
Entwicklung von VYo(e) nach Potenzen von a mit einem Gliede, das a' ent- 
hält, und daher auch die Entwicklung von U'(a) mit einem ebensolehen 
Gliede. So mußte es aber herauskommen, da U’(a) für «=0 von der ersten 
Ordnung verschwinden sollte. 

In entsprechender Weise ergibt sich für 5 und 5 die Darstellung: 


(b.) v= u(e) +Yo(e). 
lierin müssen die Funktionen «(«) und o(e) für 
M<e<L 


eindeutig, endlich und stetig sein und endliche Ableitungen besitzen. Ferner 
müssen die Gleichungen bestehen 


v=w(L)—Vo(L), »— u(L)+Vo(L), 
u(M)=0, o(M)=0; 

dabei muß o(«) für «= NM von der ersten Ordnung verschwinden und für 
MV<e<ZL stets positiv sein. Endlich müssen zwischen den Ableitungen 
«(e) und 0o’(«) die Ungleichheiten bestehen 
_ - o(e)< u(e) Vo(«) er +3 (a). 

Die Bedeutung der Darstellungen (a.) und (b.) beruht darauf, daß die 
vorhergehenden Betrachtungen sich in gewisser Weise umkehren lassen. 
Man setze: 


(a.) u=ıkle)+ Vo (0), 
(b.) v=u(a)+ Yo(e). 
Die Funktionen Ale), u(e); o(«), o(e) mögen in dem Intervall 
M<zae<Ll 


eindeutig, endlich und stetig sein und die Gleichungen erfüllen: 
.(L)=0, e(l)=0; u(M)=0, 0(M)=0; 

dabei soll o(«) für @—=L, von der ersten Ordnung verschwinden und sonst 

immer positiv sein, o(e) für «= M von der ersten Ordnung verschwinden 
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und sonst immer positiv sein. Die Funktionen A(e), u(e): o(e), o(«) mögen 
ferner überall endliche erste Ableitungen besitzen, zwischen denen die Un- 


oleichheiten bestehen: 


1) >40) Ve )>+10(e), 


! \ ! \ | 3 
- o(a)< u (@)) o(a)<H 50 (a). 


Dann beweist man leicht, daß durch die Gleichungen (a.) und (b.) ein Oval 
dargestellt wird, dessen größte Sehnen parallel der «-Achse und der »-Achse 


in diese Achsen fallen. Dabei werden die Größen »,,, und »,,, dureh 
die Gleichungen gegeben: 
nn =4k(M)—Vo(), = 4(M)+Vo(M), 
„=u(L)—YVo(L), »=u(L) +Vo(L). 
Man erkennt ferner, daß sich aus den Gleichungen 
1-4. (0) + Ve), 
v=u(V)+Vo(V) 
U(u) und V(») als Funktionen von v und v ergeben, die in den Intervallen 


Eu Te 


Un, v,° u< I!o 


eindeutig, endlich und stetig sind und die Gleichungen erfüllen 
Uu)=Uw)=M, UO%=-L, UOY=0; 
V(v)=V(v) =L, V(O)=M, (0)=0. 
Endlich besitzen die Gleichungen 


UW)-e—0, a—-V(r)=0, 
wenn « dem Intervall 
MH<£a<L 


angehört, zwei einfache Wurzeln a, A und 5b, 5; denn gemäß den Bedingungen, 
die den Funktionen A(«), u(e); e(e), o(«) auferlegt wurden, haben die Ab- 
leitungen U’(v) und F’(r) innerhalb der Intervalle 


U <ZU< U, u, <—<v<v 


bestimmte, endliche von Null verschiedene Werte. Diese Ableitungen ver- 
schwinden dagegen für v=u,,u=w bezw. = 1,,0—n,. 
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Die in diesem Abschnitte gewonnenen Ergebnisse sollen in folgenden 
lwehrsatz zusammengefaßt werden: 


Lehrsatz 1. Die Funktionen 4la), u(o); o(e),o(e) der reellen Ver- 
underlichen « mögen in dem Intervall 
M<e<L 
den Bedingungen genügen: 
1. Sıe sind darın sämtlich eindeutig, endlich und stetig. 


2. Innerhalb des Intervalles haben die Funktionen g(e) und o(«) 
positive, von Null verschiedene Werte, dagegen verschwindet g(e) für e=1., 
o(a) für = M von der ersten Ordnung. 


3. Die Funktionen A (a) und u(e) verschwinden bezw. für e=L und 


a=M. 
4, Alle wer Funktionen besitzen endliche Ableitungen, zwischen denen 
dıe Ungleichheiten bestehen: 
BEFEREN Ä Er), 
-50(e) >rlo)Vele)>+530(e), . 
1 ' 2 f ne l t, 
—, (eo) <ul(e)Yo(e) <+,0(e). 
Setzt man unter diesen Voraussetzungen 
(a.) u=hla)tVo(e), 


(b.) "= u(e)+Vo(e), 


so varneren u und vw zwischen den Grenzen u, und u,,rv, und ,, die durch 


die Grleichungen 
= 4M)—-VeM)<0,  W= KM)+VelM)>0, 
„=u(L) -Vo(L) <0, w=u(L) +Yo(L) >0O 


gegeben werden, und durch die Gleichungen (a.) und (b.) wird in der ur-Ebene 
eine geschlossene Kurve dargestellt, die von jeder Parallelen zur u-Achse und 
zur v-Achse, welche ste überhaupt trifft, in zwei Punkten geschnitten wird. 
Diese Kurve hat ferner überall eine bestimmte Tangente, die nur ın den 
Punkten O,u, und O,u, sowie v,,0 und v,,0 beziehungsweise der v- und 
u- Achse parallel ıst. 


RN EN 
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Aus den Gleichungen 


EEE ER Be RN Be ar if R - 


27 ( Nu+ilU)—o(U) 0, 

"— 2u Mr +uw(V)—-o(V)=0 
ergeben sich umgekehrt U und V als eindeutige, endliche und st fıge Funktion: 7 
on u und vw, wenn deren Veranderlichkeit auf die Intervall: 


ae re “ Fl wg . 
um Ge U Ua, ", ! I", 


heschränkt wird, und die Gleichungen 

UW)-—eo=0, oe — (er) 0 
haben für jeden Wert von a zwischen M und L je zwei einfache Wurzeln: 
fur 0: - M und L ergeben sich Doppelwurzeln. 

Da, wie man leicht erkennt, der Ausdruck U —} innerhalb des durch 
| die Gleichungen (a.) und (b.) dargestellten Ovals positiv ausfällt, wird man 
| diesen Gleichungen das Quadrat des Linienelementes 

ds? = [U -Ve]Kdu? +de” 
zuordnen, denn man wird über den Verlauf der geodätischen Linien der zu- 


.. . 1, FES =. .. 
vehörieen Flächen gewisse Aussaeen machen können, 
= te) fen) bee) 


°. 

Ehe ich jedoch zur Untersuchung der geodätischen Linien übergehe. 
muß ich den Zusammenhang erörtern, der zwischen dem Oval;und, den- 
jenigen Flächen besteht, bei denen das Quadrat des Linienelementes durch 
den zugeordneten Ausdruck ds’ dargestellt wird. 

Ein einfaches Beispiel wird zeigen, worauf es ankommt. Es sei: 


ds’ (1—- u) (dic + dv‘), 
Setzt man 
uU=rC08p, v=ersing, 
so wird 


d’=(1- 7) (dr + dp), 


die zugehörigen Flächen sind daher auf Rotationsflächen abwickelbar. Nach 
nding gibt es, wenn überhaupt eine Rotationsfläche existiert, der ein vor- 


gan een 


gelegtes Linienelement zukommt, eine ganze, von einem Parameter abhängige 


u. - us E 


Schar solcher Flächen. Diese Jindingsche Schar läßt sich in dem  vor- 
14* 
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LE 


liegenden Fall leicht diskutieren. Man findet, daß diese Flächen aus un- 
endlich vielen kongruenten "l’eilen bestehen, die ihrerseits wieder eine zur ® u 


RER 


Drehungsachse senkrechte Symmetrieebene besitzen, durch die sie in zwei 
„Hälften“ zerfallen. Jede dieser Hälften wird vermöge der Kurven « —konst. 
und »—=konst. konform ‚und ein-eindeutig auf einen Teil des Ovals oder hier 


des Kreises ’ 
v+ıu=]1 
| W 
abgebildet. Dieser "Teil ist entweder ein konzentrischer Kreis, dessen Halb- 
messer kleiner als Eins ist, oder ein konzentrischer Kreisring, dessen Kreise | 
beide einen Halbmesser haben, der kleiner als Eins ist. Es gibt daher keine S 
kotationstläche, durch die alle reellen Werte von ds erschöpft würden: 
durch jede der J/indingschen Rotationsflächen wird, wie man sagen könnte, il 
nur ein Teil des Ovals realisiert. Wenn man also auch den Verlauf der P 
Bilder der geodätischen Kurven oder der G-Kurven in der v-Ebene kennt, 1 is 
so bedarf es doch für die wirklichen Flächen, die zu dem gegebenen Linien- | b 
elemente gehören, noch einer besonderen Untersuchung, bei der die Natur | g 
der konformen Abbildung auf die «»-Ebene zu berücksichtigen ist. | N 
Ein ähnliches Verhalten der zu einem gegebenen Linienelemente | 
oehörigen Flächen wird man auch in anderen Fällen zu erwarten haben. 
Hieraus folgt, wie ich auch schon in meiner Abhandlung vom Jahre 1901 ) 
hervorgehoben habe, daß man scharf unterscheiden muß zwischen den Eigen- \ 
schaften der geodätischen Linien und den Eigenschaften der (@-Kurven. \ 
(rewisse hückschlüsse sind allerdings gestattet, sobald man annimmt, dab [ 
ein singularitätenfreies Flächenstück ein-eindeutig auf ein Stück des Ovales 
abgebildet wird. Unter dem hierin liegenden Vorbehalt will ich mich im 
folgenden auf die Untersuchung der @-Kurven beschränken. 
S 
g. 
Es sei ’,, 2, irgend ein Punkt im Innern des Ovales, sodaß also 
U) > Tv) | 
ist. Wird der Konstanten «@ irgend ein bestimmter Wert beigelegt, der dem 
in dem Intervall @«—=(./... L) enthaltenen Teilintervall } 
vw) <e< U) j e 


angehört, so haben die Ausdrücke 


EEE" 


are 
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Uu)—e= (U) — | ()) + (Ulu) — 0) 
a Ve) = (a-Vr))+ (N) -V@)) 


in dem Punkte ,, v, wesentlich positive Werte, mithin liegt der Punkt , 
im Innern des Rechteckes Wi, mit den Ecken 


a,b a,B A,b A,B. 


wo die Größen a, A und db, 5 die Wurzeln der Gleichungen 


und 


Uu)—-e—0, e— (vr) = 0 
sind. 
Durch den Punkt ,,, gehen unendlich viele @-Kurven, die durch 
ihre Anfangsrichtung, das heißt durch die Richtung ihrer Tangente im 
Punkte ”,, , von einander unterschieden werden können. Diese Richtung 
ist durch den Wert bestimmt, den das Verhältnis dv»: du in diesem Punkte 
besitzt und der mit p, bezeichnet werde. Damit die zu der Anfangsrichtung 7 
echörige G-Kurve auf ein Umkehrproblem (A.) mit dem Rechteck N, führt, 
muß zwischen p, und « die Relation 
vo I) + Il) Pe 
l+p, 
bestehen; durchläuft p, alle Werte von O0 bis +ce, so durchläuft « alle 
Werte des Intervalles (U (,) ... P’Q,)). Wird der Größe « einer der extremen 
Werte U(w,) und V’(»,) beigelegt, so geht die Begrenzung des zugehörigen 
echteckes durch den Punkt ,, v,. 
Nach dem vorhergehenden darf man 
Um-a=(u-a)(A-u)f), 
e- 19) (#-b) (Br) he) 


setzen, und auf das Umkehrproblem 


ah [ Udu + / —V do 
. Yu—a)( A—u)f(u) . Ve—b)(B—r)h(r 
(D.) r 
h | — dv 


wu du “ 
l Bu . 
J J VYlu—a) (A—u) f (u) F | (v Bu b)(B—r) 7 v) 


das erweiterte Theorem von Herrn Staude anwenden. Alsdann werden » und " 
eindeutige, endliche und stetige Funktionen von x und y, die überdies doppelt 
periodisch sind mit den Periodensystemen 
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4 Udu du 
2 () - 2 2 WW, — 2 
11 / ] Er, er ’ 12 = 


a 


nee”; Fi" ’ 2-2 y 


In diesen Funktionen « und » hat man, um zu dem Umkehrproblem (A.) mit 
der Anfangsbedingung zu gelangen, dab x,» und dv: du zur Zeit {= die 


und 


— 


Werte ’, ‘, und », haben sollen, zu setzen: 


Udu 0 —V de 
a er; "a, } 


du 0 — de 


2. F, YU—a 129 VYe- v 


da 


Dann ergeben sich « und » als eindeutige, endliche und stetige Funktionen 
von /, und man erhält so eine Parameterdarstellung der @-Kurve, die durch 
den Punkt ,,”, geht und die Anfangsrichtung p, hat. 

Aus dieser Parameterdarstellung lassen sich wichtige Folgerungen 
ziehen. Zunächst erkennt man, daß « und »” stets dem Rechtecke W, an- 
vehören. Das bedeutet aber, daß die betreffende G-Kurve ganz in diesem 
Rechtecke W, verläuft. Weiter läßt sich zeigen, daß diese Kurve entweder 
sesehlossen ist oder das Rechteck WM, überall dicht erfüllt. 

Ist »,,”, irgend ein Punkt des Rechteckes R,, der auch mit dem 
Punkte ,, , zusammenfallen darf, so werden v und ”, wenn man sie gemäß 
den Gleiehungen (D.) als Funktionen von x und y ansieht, die Werte 
und ”, für 

er, +2mw,+2m,o;,,, 
y=y+2m, 0,.+2m,w% 
annehmen, wo m, und m, beliebige ganze Zahlen bedeuten, während , und y, 
dem Gebiete 
=200,+20W,,, y=2005+200, [0,0 =(0...1) 


angehören; es läßt sich beweisen, daß es in diesem Gebiete nur zwei 
Stellen .,, y, gibt, die die verlangten Werte «, und », von « und " liefern, 


jedoeh ist dieser Beweis für das folgende nicht erforderlich. Jetzt sind zwei 
wesentlich verschiedene Fälle zu unterscheiden. 
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Hat erstens das Verhältnis 


W, = 
rd 
W,, I 


EEE Ne 


keinen rationalen Wert, so lassen sich nach einem bekannten Satze beliebig 
viele Paare ganzer Zahlen u,, «, derart bestimmen, daß 


y+2u0.+ 210, 


irgend einem gegebenen Werte ,, beliebig nahe kommt. Hieraus folgt 


- vermöge der Stetigkeit der Funktionen v und v, daß zu den Werten 
= +2u0,+ 240; , 
yz=Yy, 


Werte «, und », von « und = gehören, die sich beliebig wenig von », und , 
unterscheiden. Geht man jetzt zu der betrachteten @-Kurve zurück, definiert 
also v» und « durch die Gleichungen (A.), und wählt 


wu du rn — de 
4 / ] Dee / ] a—V’ 


so folgt, daß zur Zeit 
“ Udu © — Vdr 
=u+2u,0,+ 24,0, — / ; + / 
.  yU—o . V«e— J 


a I 


der bewegte Punkt oder genauer sein Bild in der «v-Ebene einen Punkt 
in der «"-Ebene erreicht, der dem gegebenen Punkte ”,,v, beliebig 
kommt, und das tritt sogar beliebig oft ein, da es ja beliebig viele Paare 
ganzer Zahlen «,, u, gibt, die die verlangte Beschaffenheit besitzen. Hieraus 
folgt aber sofort, daß die betreffende @-Kurve das Rechteck NR überall 
dieht bedeckt. 

Hat zweitens das Verhältnis q einen rationalen Wert, so seien 9, und 


nahe 


9, diejenigen beiden ganzen Zahlen ohne gemeinsamen Teiler, für die 


2102 + 290, =) 
| wird, während 
2,01 +20, =2.2 


positiv ausfällt; da 


A B(U—V)dude 
0,102 0:0 = / / /TJ i 
he ER 2 dc I 2 au 


einen wesentlich positiven, von Null verschiedenen Wert hat, kann £2 nicht 
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verschwinden. In diesem Falle werden «, und v, zur Zeit 
t=29,01+29 0, 


senau dieselben Werte x und » annehmen, die sie zur Zeit ?—0 besaßen, 


denn das Wertepaar ,,, gehört bei ganzzahligem y, und 9, zu 
r 


 Udu wo — Vde 
=2 9,0, + 290, + 
An TA r; VU—a 2; Ve— v’ 


a b 
— (dr 


Ve—V 


r vun du U 
y-2g 9a + 20a + f 2 de 5 / 
. VU-—u . 
b 
Mithin erhält man in dem zweiten Fall eine geschlossene Kurve, die inner- 
halb des Rechteckes N, verläuft. 


A 


10. 

Während im vorhergehenden eine einzelne @-Kurve behandelt wurde, 
will ich nunmehr die Schar der durch den Punkt ,, v, gehenden G-Kurven 
ins Auge fassen. Durchläuft p, alle Werte von O bis +0, so variiert « von 
'(,) bis U(u,). Mit « ändern sich die zugehörigen Rechtecke NW(«), es 
ändern sich ebenso, wenigstens im allgemeinen, auch die Perioden 2o,,, 
29, 20,,2@,, es ändert sich daher auch, wenigstens im allgemeinen, das 
Verhältnis q, dessen Wert den Charakter der betreffenden @-Kurve bestimmt. 
Es läßt sich beweisen, daß 9 entweder eine stetige Funktion von « ist oder 
sich auf eine Konstante reduziert. 


Es war 


A du 
1» nen / 2. 2 
« V Ü —— 


Ad 


Wird hierin an Stelle von « als Integrationsvariable U eingeführt, so ist 
=HI, sowohl für v=«a als auch für «»—= 4. Man hat daher das Integrations- 
intervall in die Teilintervalle (@...0) und (0... A) zu spalten, denen die 
Intervalle («...Z) und (L...«) von Ü/ entsprechen. In dem ersten Intervall ist 


u—=hle)—Vo(e), 
in dem zweiten 


u—h(e)+Y 0 (@) | 


zu setzen. Die Ausführung der Substitution ergibt dann 
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wer er — o(U)dU 
n Ve(U) yvU—u i 


174 
Hier ist zu beachten, daß o(U) für UV=L von der ersten Ordnung ver- 
schwindet. Deshalb setze ich 


—e(U) _ R(U) 


4 


Ye(U) yL—U 
sodaß sich für &,, der Ausdruck ergibt 
al. (UNdU 
0,  / R(U) 
’ VU—eo)(L—UÜ) 


d. 


Um dies Integral in ein eigentliches zu verwandeln, braucht man nur zu 
substituieren 


Dann wird 


 nf/L+a La rn 
| Re 2 - cos E)AE. 


2 
0 
Nunmehr läßt sich die Differentiation nach dem Parameter « ohne weiteres 
ausführen, und man findet, wenn man wieder zur Veränderlichen 7’ zurückkehrt, 
00, _ gL—-U R(U)dU 
BR. / L—e Y(U—o)(1, U) 


Diese Gleichung zeigt, daß »,, eine stetige Funktion von « ist. 
In ähnlicher Weise läßt sich das Integral 


FETTE 
= / Vanjya-v 


M 
umformen. Man findet 
gr Smar 
V(V—-M)(«—V)' 


(59 


.. 


M 
und hieraus ergibt sich mit Hilfe der Substitution 
‚__@+M a— M 


5 5— 0087 
als Ableitung von w, nach «: 
0W,, _ fi V—M S(V)dV 
ca . a—M Y(V—M)(«a—V) 


M 
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Solange « und A von einander verschieden sind, hat 


4 du 
0n> / V ee 


sicher einen wesentlich positiven, von Null verschiedenen Wert. Läßt man 
« und A sich nähern, wobei beide dem Werte Null zustreben, so nähert sich 
«@ dem Werte /. Die Gleichung 


= FR R(“ a Wire n cos £) ds 


zeigt dann, daß @, sich dem Grenzwerte 


aR(L)=nV—e'L) 
nähert, der von Null verschieden ist. 

Ebenso hat w,,, solange 5b und 5 von einander verschieden sind, einen 
wesentlich positiven Wert. Für = wird aber e= M und für w, ergibt 
sich der Grenzwert 

nS(M)=aVo'(M), 
der von Null verschieden ist.”) 

Da w, und ®, stetige Funktionen von « sind und da ®, niemals 
verschwindet, ist auch g, wenn es wirklich von «@ abhängt und sich nicht 
auf eine Konstante reduziert, eine stetige Funktion von «, womit die vorher 
ausgesprochene Behauptung bewiesen ist. 

Man könnte jetzt den Einwand erheben, daß vielleicht q sich immer 
auf eine Konstante reduziere. Daß es sich nicht so verhält, läßt sich leicht 
zeigen. Wäre g eine Konstante, so mübte 


Bi ya 
9: ne — O9 Zi —() 
sein, woraus durch Einsetzen der Werte folgt: 

La RCU)S(V)(L—a)(V—M)— S(V)R(U)(a 
KW / / 2 ars 
I VCU-a)(L—U)Y(V—M)(a—V) 





M)L—UÜ) dAUdAV0. 


Diese Gleichung muß identisch bestehen, wenn « zwischen U(w,) und Fr) 
liegt. Wenn aber die betrachteten Funktionen alle analytisch sind, so ist 
dasselbe für alle Werte von « zwischen M und / der Fall. Bildet man 


*) Hierin liegt die Berechtigung, die beiden größten Sehnen des Ovales parallel 
der v- und r-Achse als geschlossene @-Kurven anzusehen. 
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nun die Grenzwerte des Ausdruckes @ für «= /, und für «= M, so ergibt sich 


M S'’WdV 


we 2/7 S(V)dV 
DI RLL dd. u 
ı()= Kl J L-MyV_Mmı_V) a 


(W—M)\L-—V)’ 


R(U)dU J R(U)dU 


LU | 
QM) =—S(M / SUN | 
= E L-MYU-MyL— 0)" VU—M)(L— U) 


M 

Diese beiden Ausdrücke verschwinden nicht identisch. Wird im besonderen 
sNnı=-1 

sesetzt, was erlaubt ist, so kommt 


ML—U R/(U)dU 
(MM) / Tu SH 2 | 
) L-My(U—M)(L—U) 


und dieser Ausdruck ist, wenn /F(U/) stets positiv ist, sicher nicht gleich Null. 

Auf der anderen Seite gibt es Fälle, in denen qg konstant ist. Um 
solche Fälle zu erhalten, braucht man nur anzunehmen, daß AU) und SCH) 
sich auf Konstanten reduzieren, denn alsdann verschwinden die Ableitungen 
von @, und ®, nach «, mithin ist q eine Konstante. Die Funktionen fr) 
und V(v) erhält man in diesem Falle aus den Gleichungen 


w— 2 u+r (U) r(L-N)=V, 
”"—2u Met M--s(V-IN)=V0, 


in denen r und s Konstanten bedeuten. Bei dieser Annahme wird 


Wr, WHEN, 
Daher ist 


r 
4 = y 


> 
q ist also rational oder irrational, je nachdem r und s kommensurabel sind 
oder nicht. Besonders einfach gestaltet sich die Untersuchung der zu dem 
betreffenden . Linienelement gehörigen @-Kurven, wenn man annimmt, daß 
,(U) und «(U) Konstanten sind. U und V werden dann ganze Funktionen 
zweiten Grades von v und v, und die @-Kurven sind Zissajoussche Kurven. 
Die genauere Durchführung dieser Annahme hat einer meiner Zuhörer, Herr 
A. Pfister, übernommen; sie bildet den Inhalt seiner Dissertation „Über die 
geodätischen Linien einer Klasse von Flächen, deren Linienelement den Liou- 


rılleschen Typus hat“ (Kiel 1904). 
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Die Frage, wann q sich auf eine Konstante reduziert, in voller 


Allgemeinheit zu beantworten, ist mir noch nicht gelungen; immerhin scheint 
der hier gegebene Ansatz zu weiteren Untersuchungen aufzufordern. 
Zum Schluß sollen die Ergebnisse, die in den Abschnitten 8 bis 10 
gewonnen worden sind, in den folgenden Lehrsatz zusammengefaßt werden. 
Lehrsatz 2. Wird unter den Voraussetzungen des Lehrsatzes 1 


d’=[U(u)— Ver) (du’+ de”) 
gesetzt, so besitzen die zugehörigen G-Kurven folgende Eigenschaften: 
Wenn von einem Punkte u,,v, m Innern des Ovales eine G-Kurre mit 
0% 0 
der Anfangsrichtung 
En, V(r,) 
Pu= nn 
y Uu,)— « 
ausgeht, so legt sie ganz in dem Rechteck R,, dessen Ecken 
a,b a,b A,b A,B 
dadurch bestimmt sind, daß a, A und b, B die Wurzeln der Gleichungen 
Uu)—a—=0, e— V(r)=0 


bedeuten.  Bildet man ferner den (uotienten 


A du B do 
ik--- “ 
! J YU—« J Ve—V' 


so sınd zwei Fälle zu unterscheiden: 

1. /st q rational, so ist die G-Kurve geschlossen. 

2. Ist q irrational, so wird das ganze Rechteck R, von der G-Kurve 
überall dicht erfüllt. 

Betrachtet man die Schar der von dem Punkte u,, v, ausgehenden 
(-Kurven, so gibt es wieder zwei Möglichkeiten: 

1. Der (Quotient q ist von a unabhängig, hat also für alle Kurven der 
Schar denselben Wert. Dann sind diese Kurven entweder alle geschlossen 
oder erfüllen alle ıhr Rechteck überall dicht. 

2. Der (Quotient q ıst eine stetige Funktion von a, also auch von Pu 
Dann sind unter den Anfangsrichtungen diejenigen überall dicht verteilt, die em 
rationales q und damit geschlossene G-Kurven liefern; die Maächtigkeit dieser 
Anfangsrichtungen ist die des Inbegriffes der ganzen Zahlen. Die übrigen 
Anfangsrichtungen liefern G-Kurven, die ihr Rechteck überall dicht bedecken. 
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Der innere Zusammenhang der flächentheoretischen 
Grundformeln. 


Von Herrn J. Knoblauch in Berlin. 


L 


Wenn man die Formelsysteme überblickt, auf denen sich die zu- 
sammenfassenden Darstellungen der Flächentheorie bis zu den neuesten hin 
aufbauen, so kann man sich des Eindrucks nicht erwehren, daß es an einer 
einheitlichen Grundlage für diese 'T'heorie noch fehlt. Wer an der Hand 
solcher Darstellungen in die Differentialgeometrie eindringt, wird zwar von 
der Wichtigkeit der Gaußschen partiellen Differentialgleichungen und der 
drei Relationen zwischen den sechs Fundamentalgrößen eine genaue Vor- 
stellung gewinnen. Aber außerdem sieht er sich einer beträchtlichen Anzahl 
anderer Formelsysteme gegenüber, deren Zusammenhang mit jenen Gleichungen 
nicht klar ist und von denen er annehmen muß, dab sie sich, wenn über- 
haupt, auch in einander nur durch einen unverhältnismäßigen Aufwand an 
keehnung überführen lassen. So werden, um ein Beispiel anzugeben, die 
Formeln von Z#todrıyques und die Weingartensehen Gleichungen gewöhnlich 
an ganz verschiedenen Stellen der T'heorie bewiesen. Während es nun sehr 
leicht ist, jene Formeln dureh Einführung der Parameter der Krümmungs- 
linien aus diesen zu folgern, so finde ich doch nirgends ausgesprochen, daß 
beide Gleichungssysteme inhaltlich identisch sind und daß daher verlangt 
werden muß, auch umgekehrt das Wengartensche aus dem von Ftodriques 
auf einfachem Wege herzuleiten. 

Dem Mangel einer einheitlichen und leicht zu handhabenden Methode 
ist es auch zuzuschreiben, daß die herkömmlichen Formelsysteme fast nie 
den Inhalt eines flächentheoretischen Ergebnisses vollständig wiedergeben. 
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Man pflegt sich bei einem solchen Resultat mit dem geometrischen Satze 
selbst zu begnügen und legt höchstens noch Wert auf eine gewisse formale 
Einfachheit des Beweises, wodurch dann oft die Stellung des Satzes inner- 
halb der T'heorie verschoben wird. Die Spezialisierung der krummlinigen 
Koordinaten ist ein von alters her beliebtes Hilfsmittel zur Vereinfachung 
der Beweise. Allein niemals kann ein differentialgeometrisches Verfahren 
als befriedigend angesehen werden, das nicht mit einer Relation unter 
geometrischen Größen zugleich die Möglichkeit liefert, diese Größen durch 
Rechnungsausdrücke von leicht zu überblickendem Bildungsgesetz, und zwar 
unter der allgemeinsten Annahme über die Parameter, wirklich darzustellen. 

Je eingehender man sich mit der Theorie der krummen Flächen be- 
schäftigt, um so mehr wird man in der Anschauung bestärkt, daß das über- 
sichtlichste und brauchbarste System von Fundamentalformeln auf die Theorie 
eines simultanen Systems zweier quadratischen Differentialformen oder, etwas 
allgemeiner, einer quadratischen und einer bilinearen Differentialform zu 
gründen ist. Auch da, wo nur eine einzige Differentialform ins Spiel kommt, 
wie in der Theorie der Abwickelung, erweist es sich als sehr zweckmäßig, 
von den Hilfsmitteln der simultanen Transformation zweier solchen Formen 
(Gebrauch zu machen. Man kann dies ohne weiteres, indem man zu der 
gegebenen Form z. B. das Quadrat einer beliebigen linearen Differentialform 
oder des Differentials einer willkürlichen Funktion hinzunimmt: eine Ein- 
führung, zu der man ohnedies veranlaßt wird, sobald man außer den beiden 
Koordinatenlinien noch eine dritte Kurve auf der Fläche betrachten will. 

Freilich versteht es sich von selbst, daß aus der Theorie der 
Differentialformen als solcher keine geometrischen Resultate abgelesen 
werden können, daß also geometrische und analytische Untersuchungen ein- 
ander in der Flächentheorie beständig durchdringen müssen. Die grundsätzliche 
Benutzung der Formentheorie lehrt aber zugleich die geometrischen Größen 
kennen, die für die Differentialgeometrie von wirklicher Bedeutung sind, 
und schützt vor der Einführung der großen Masse derer, denen keine 
Wichtigkeit beizulegen ist und die man daher, wo sie sich aus anderer Ver- 
anlassung eindrängen sollten, zu eliminieren bestrebt sein muß. 

Der Zweck der vorliegenden Arbeit ist, jene einfache Methode im 
Zusammenhange darzulegen und für den Nachweis der Verknüpfung der 
Grundformeln unter einander zu verwerten. Die Formelsysteme selbst finden 
sich, um nur auf neuere Gesamtdarstellungen der Flächentheorie hinzuweisen, 
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ihrem wesentlichen Inhalt nach z. B. bei /tec: (Lezioni sulla teoria delle 
superficie, Padua 1898), unter spezielleren Voraussetzungen auch bei Cesaro 
(Geometria intrinseca, Neapel 1896).”) Bei dem Ziele, das diese Mitteilung 
sich steckt, erscheint es überflüssig, auch frühere Stellen in der mathematischen 
Literatur zu zitieren, wo dieses oder jenes Gleichungssystem zwar bereits 
auftritt, aber nicht in dem hier in Frage kommenden Zusammenhange. 

Der angegebene Zweck bedingt ferner die Beschränkung auf das 
binäre Gebiet; alle Verallgemeinerungen, sie mögen einfach sein oder nicht, 
bleiben grundsätzlich außer Betracht. Dies schließt nicht aus, dab die vor- 
kommenden Rechnungsausdrücke und die Rechnungsoperationen selbst überall 
da, wo von einer Verallgemeinerung überhaupt die Rede sein kann, in eine 
Form gesetzt werden, in der sie auch für n > 2 brauchbar bleiben. Das 
gilt namentlich für die so zahlreichen Fälle, wo allein die allgemeine 
T'heorie der Determinanten eine befriedigende Einsicht in das Bildungsgesetz 
eines Ausdruckes oder den Charakter einer analytischen Untersuchung 
liefern kann. 

Hierbei zeigte sich eine Schwierigkeit in der Wahl der Bezeichnungen, 
die im Hinblick auf die beständige Benutzung der Grundformeln besonders 
genau überlegt werden mußten. Erfordert die Determinantentheorie die 
Einführung von Indizes, so schien es andrerseits geboten, die in der Flächen- 
theorie bisher gebräuchlichen Zeichen so weit wie irgend möglich beizu- 
behalten. Es hat sich schließlich als das zweckmäßigste herausgestellt, 
was auf den ersten Anblick paradox erscheint, zwei Systeme von Be- 
zeichnungen einzuführen, deren erstes in der allgemeinen Mannigfaltigkeits- 
lehre anzuwenden ist, während das zweite speziell in der Theorie der 
krummen Flächen so lange zu dienen hat, wie an den alten Zeichen fest- 
gehalten wird, also z. B. die eartesischen Koordinaten mit x, y, z (nicht 
%,,%,, 23) und, hieran anschließend, die Fundamentalgrößen mit £,F',@; L,M, N 
(nicht @,,, a, @225 Din, Dia, d22) benannt werden. Eine durchgehende Konsequenz 
konnte allerdings auch auf diesem Wege nicht erreicht werden, wenn nicht 
eine große Anzahl von Zeichen verbraucht werden sollte. Es läßt sich 
nicht einmal ermöglichen, gleichartige Größen durchweg in gleicher Weise 
zu charakterisieren, z. B. Krümmungsradien mit griechischen, Krümmungen 
mit den entsprechenden lateinischen Buchstaben zu bezeichnen. 


*) Vgl. hierzu: Sitzungsberichte d. Berl. Math. Gesellschaft, 3. Jahrg. (1904), 
Ss. 79— 80, 
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Bemerkt sei noch, daß sich die Beweise einiger Formeln durch aus- 
giebigere Benutzung der Invariantentheorie hätten vereinfachen lassen. Doch 
ist das Bestreben maßgebend gewesen, mit möglichst wenig Hilfsmitteln 
auszukommen und namentlich eine tunlichst geringe Anzahl von Operationen 
einzuführen. 


Il. 


Aus den Elementen der Differentialgeometrie ist bekannt, welche 
Wichtigkeit den beiden quadratischen Differentialformen 


A=kd“ +2 Fdude +Gd" =ds, 
B=/du"” +2Mdudv + Nd® —=nds’ 


zukommt, wenn die cartesischen Koordinaten der Fläche als Funktionen 
zweier Parameter v,» betrachtet werden. Ihr Quotient » stellt die zu dem 


Differentialverhältnis = gehörige Normalkrümmung dar, und die Aufgabe, 
den größten und kleinsten Wert von » zu finden, führt geometrisch auf die 
Theorie der Hauptkrümmungen, namentlich den Zulerschen Satz, analytisch 
auf die Transformation der beiden Formen A und B in algebraische Summen 


von @uadraten linearer Formen. Für 


(1.) A=4d, du? + 2 da dudv + Ay dı® 
als irgend eine definite, 
(2.) A=l,dı“ +2l,dudv+/,dı 


als ganz beliebige quadratische Differentialform findet diese "Transformation 
ihren Ausdruck in den Gleichungen 


A-MAM, 


8. 
) NUM HELM, 


vermöge deren sechs Größen, /,, Z;, und die vier Koeffizienten m;, in 


(4.) 


R,=m,du+m,.dr, 


M, = m, du + m, dr, 


ebensovielen Bedingungen unterworfen werden. Speziell sind /, und Ö; 
Wurzeln der quadratischen Gleichung 


| 
) 


(5.) 


All, Ayl- 


up, 


22 





e 
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Die aus den Gleichungen (3.) entspringenden Operationen und Grundformeln 
lassen sich aus denen, die ich im 115. Bande dieses Journals (5. 194 ff.) 
angegeben habe, durch Vertauschung von Bezeiehnungen ohne weiteres her- 
leiten. Im Anschluß an die dort getroffenen Festsetzungen, die hier nicht 
wiederholt werden sollen, nur unter geringer Abweichung in der Vorzeichen- 
bestimmung, kann man für den besonders zu beachtenden Grenzfall, wo A 
dem Quadrat einer linearen Form gleich ist, die Definitionen folgendermaben 
stellen. 
Es sei 
(6.) m, du + m, de —W, 


eine lineare Differentialform, deren Koeffizienten als Funktionen von ” und 
» entweder willkürlich angenommen oder der jeweiligen Untersuchung gemäß 
passend zu bestimmen sind. Wegen A= Wi ist 


la -1,=0, 


und es sei /, diejenige Wurzel von (5.), die infolge hiervon verschwindet. 
Dann wird 
,_% l,— 24,1, +%,%5 _ a, m? —2a,,m, m,-+ a, m? 


(7 ) 22 u 1 art 11 2 
. 2 2 rn “ 
N 19 


d. h. 


= = CM; M,, 

wenn, wie üblich, «, die durch die Determinante |«,|=« dividierte, zu dem 
Elemente «,, gehörige Unterdeterminante bezeichnet. , A und andere nachher 
einzuführende Indizes nehmen unabhängig von einander die Werte 1 und 2 
an. Daß die meisten der vorkommenden Formeln verallgemeinerungsfähig 
sind, wobei dann die Indizes die Werte von 1 bis zu einer beliebigen ganzen 
Zahl n zu durchlaufen haben, ist bereits erwähnt worden. 

Wird nun, soweit nur quadratische oder bilineare Formen ins Spiel 
kommen, das Operationszeichen //, durch die Formel 


1, (A, A) = P3 (2, I, 
i,k 
erklärt, so kann man setzen 


(8.) ,= H,(A,M). 


Für M,=dy geht diese Größe in den Beltramischen Differentialparameter 
erster Ordnung der Funktion y über. Vermöge der zweiten Gleichung (3.), 
Journal für Mathematik Bd. 130. Heft 2. 16 
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die jetzt die Form 
hat und mit 

(m, du + m, de) = 1,(m,, du + m, dv)’ 


übereinkommt, können m,, und m, auch dem Vorzeichen nach durch die 
Ausdrücke 


In Mm, 
(9.) Mu —, Ma=—-, 
| v', 
d.h. M, durch den Ansatz 
(10.) Ya (m, du -+m,de) 
Ya, m? —2a,,m,m, + a, m; 


definiert werden, wo die Quadratwurzeln positiv sind. 


Die Koeffizienten von M, lassen sich durch die von ®, eindeutig 
mittels der Formeln 


l 
NM, = (A Ma — dp My), 
Va 


(11) 


| 
Ma 7 (Aa My — Ay M;,) 


bestimmen, aus denen für M, selbst der Ausdruck folgt: 


(a,m, —a,m,)du+ (a,,m, —a,,m,)drv 


(12.) m, Pe. 


Ve,, m? — 2a, ,m, m, + a,,m; 


Es werde für zwei beliebige binäre Differentialformen die Bildung 
der Funktionaldeterminante inbezug auf die Differentiale mit nachfolgender 
Division durch das Produkt der Dimensionen der beiden Formen mit dem 
Operationszeichen /) bezeichnet und bei dieser, wie allgemein bei irgend 
einer Invarianten bildenden Operation durch den Index « angedeutet, daß der 
entstehende Ausdruck dureh Division mit einer passend gewählten Potenz 
der Determinante « in eine absolute Invariante verwandelt werde; sodaß 
z. B., wenn 

%,=pıdu+p dv 


eine beliebige lineare Differentialform ist, 


DA, B)= l a,du+a,de, a,du-a,,de! 
a , 0 / 
ya P| ’ P; 
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wird. Dann kann man setzen 
M=D(A,N;), M,=D(M,,A). 
Mit dem System zweier linearen Differentialformen 
RN, m,du +m,du,, 


dessen Determinante |[n,|= m nicht Null ist, stehen zwei Operationen im 
engsten Zusammenhange, die bei allen Untersuchungen im Gebiete dieses 
Formensystems an Stelle der Differentiationen nach «, und , angewendet 
werden müssen, wenn die Übersicht über die Formeln nieht verloren gehen 
soll. Sie bieten sich von selbst dar, wenn man ®, und W, statt der 
Differentiale d,, dw, in die Gleichung 


‚oO 
dy = v du, 


v OU, 


einführt. Aus 


(13.) IR; = 2 Mm, du, 
folgt | 

(14.) dau,=23u,N;, 
und es möge 

(15.) dg=29y.M, 


werden, d.h. 
(16.) I%y=Lu, 


v OU, 


oder im einzelnen, wenn für ’,, , wieder v, » geschrieben wird: 


l od ot 
3Qp= ( Msn a — Mm, sy, 
m ou "ov 


l ( Op Oo ?) 
) = + 
Li kl — — !]i } mn ‚ ” 
2% z 12 5, 1 3 


OT 


(17.) 


Etwas allgemeiner: Die gleichzeitige Betrachtung des Systems (M;,) 
und der linearen Differentialform 


Yo P; du, 
: 
gibt durch Elimination der Differentiale, also vermöge einer Gleichung 
der Form 


(18.) R=!pN, 


Veranlassung zur Einführung der Invarianten 
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(19.) p=Zu,P,- 


Sind nun insbesondere M, und M, in der oben angegebenen Weise 


mit dem Formenpaar (A, ®,) verknüpft, so folgt aus den Werten (9.) und (11.) 
der Koeffizienten m;,, 


m=Ya, 
und es wird 
op Op 
Mm —m, 
I ou Ov 
u das ae ae x 
Ve, m? — 2a, ,m,m,-+ a,,m:” 
(20. ® i b j 
£ 0% Op 
(a,, m, — a,,M,) 3 — (a,,m, —a,,m,) = 
) ou Ov 
) 2% 


: 2 .) 2 
Ve Va,m? —-2a,m, m,+ a, m; 


Will man die Differentiationen aller Ordnungen durch wiederholte 
I'heta-Operationen ersetzen, so hat man vor allem zu fragen, welche 
Gleichung im System dieser Operationen die Integrabilitätsbedingung für die 
lineare Differentialform dy, 

oy Op 

Ovdu  Budr’ 
vertritt. Sie kann als Bedingung dafür aufgefaßt werden, daß die Größe 
Jdp— ddp, als bilineare Difterentialform dargestellt, identisch verschwindet. 
Wieder werde von dem allgemeineren Gesichtspunkte aus 9, an Stelle 
von dp betrachtet und die bilineare Kovariante dieser Differentialform, 


1=0d Zp,du,—dzEp,du, 


‚/o», op 
> Pl_ > \du,d u, 


m r r 
iv ou, Du; 


gebildet. Zunächst ergibt sich durch Einführung der Formen ®, statt der 
Differentiale, und der ihnen entsprechenden 


(21.) W;=&m,(du, 
. 
statt der Größen dw, : 
po nu Ss P.; M a Mi; 


a, 


wo P,; durch die Gleichung 


Op; OPk b 
22. Zul) er )= ) 
( ) rt aiı Pk ou; ou; Du 
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definiert ist. Man kann die Differentialinvarianten p,; anders darstellen, indem 
man vermöge der aus (19.) und (16.) folgenden Formeln 


(23.) Pr Zu Ss M,, D, ’ 
o s s 
’ 2 
(24.) Ep - Mn I, p 
v s 


die Größen p, durch die Invarianten p,, die Differentiationen durch die 


0) 
S 


T'heta-Operationen ersetzt. Unter Benutzung der Relationen 


2 ji, o=« 
(25.) 2 Mm, Hei a 
j | 0, 0..@ 
findet man, wenn 
(26.) (u, IM. — UI, mM )=M,, op 
gesetzt wird, 
(27.) Ds und F; D. BE F, P; 4 z I,, aß D,- 


Die Größen m,,,; sind dabei Invarianten des Formensystems (M,) allein. 
Geht man in den Formeln (26.) zu den Differentialquotienten zurück, 
so kann man auch die Gleichung 


om. IM 
(28.) Zu ( ei _ = il, ,,; 


7 Our ou; 


als Definition für ıı,,,, gelten lassen. Sie lehrt, daß diese Größe für die 
Form M, dieselbe Bedeutung hat, wie p,; für ®,. 

Zu bemerken sind noch die aus (22.) folgenden Eigenschaften der 
Invarianten p,;: 


Ds P \ 
29. u zu 
(29.) Pau | 


0 =t 
, | 


oelten. 


die in gleicher Weise auch für die Größen m, ,; g 


Inwiefern diese Definitionen und Ergebnisse auch für eine beliebige 
Anzahl von Variabeln «,,... „ bestehen bleiben, ist aus den Formeln selbst 
unmittelbar ersichtlich. Unter der hier beständig festgehaltenen Voraus- 
setzung n=2 ist auf Grund von (29.) nur eine einzige Größe p,, in Rech- 
nung zu ziehen, 


op, _OP 
BER I 2 
Pı2 r® (it Ur, — Ua 4t,,) du TE ) 


ou, 
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oder 


_1(0P _ 9» 
(30.) Piz = Er du ). 


m 
Ihr treten die beiden Invarianten 


Il (om, om. 
N, 12 — as 2), 


m \ Odv ou 
(31.) 
- 1 om, CM) 
cu ou O% 


zur Seite. Die bilineare Kovariante der Form %, hat den Ausdruck 
PEp( MM-MM), 
und die Integrabilitätsbedingung p,, =0 wird 
(32.) F, pi al G D> + N, 12 pi Ya N >ı P; v. 
(seht man endlich zu der Annahme %,=dy, also 
= p 
zurück und setzt zu weiterer Abkürzung 


NM, 12 =—(ı, 
N, 4 =70:, 


(33.) 
so erhält man als die gesuchte Gleichung, die bei Anwendung der 'T'heta- 
Operationen aussagt, daß die Reihenfolge der Differentiationen gleichgültig ist: 


(34.) F I f — F I, f = Qı Ifp — 0; Fr pi. 


Ill. 
Die Differentialform A möge jetzt die zu Anfang des vorigen Para- 
graphen bereits erwähnte Bedeutung haben, also das Quadrat des Linien- 
elements einer Fläche darstellen, sodaß «,,, ., @, den Fundamentalgrößen 


erster Ordnung gleich werden: 


(1.) a,n=E£, ad.=F, an =. 


Die Koeffizienten m,, m, von M, bleiben willkürlich; dann stellt die Glei- 
ehung M,=0 oder M,=0 eine beliebige auf der Fläche liegende und 








Pu 


Pe un 














Knoblauch, Der innere Zusammenhang der flächentheor: tischen Grundformeln. 123 


durch den Punkt (v,v) gehende Kurve c, M,—0 eine zu ihr senkrechte 
Kurve ec’ dar. Unter der Annahme (1.) sollen nun an Stelle von 


N, 3, RR u; 
die Zeichen 
Dun A M, Ip, ()' y 
eeschrieben werden. Dann ist nach IT. (10.), (12.), (17.), wenn YEG— F’=T 
esetzt wird: 
NM — T (m, du-+ m,de) 
2, VGm!—2 m, m, + Em: 
M y' (Em, — Fm,) du+(Fm,— Gm,) de 
vemi—2Fm m,+ Em? 5 
Ö d 
OYy = —— "au 5 =; 
(3.) V@m’— 21H aa + Em: 
(Gm, — Fm,)-T - (Fm, — Em,) 0 p 
()' p= ou or 


TV@m’—2Fm,m,-+ Em; 


Man erkennt unmittelbar, daB © nichts anderes ist als die unendliehkleine 
Änderung der Funktion y (v, v) beim Fortgange längs der Kurve e, dividiert 
durch das Bogenelement dieser Kurve, und daß O'y für die Kurve «’ die- 
selbe Bedeutung hat. Solche Differentiationen längs Kurven sind seit Lame 
explizite oder implizite häufig angewendet worden, und in Deutschland hat 
namentlich v. Zitienthal in einer Reihe von Abhandlungen einen systematischen 
Gebrauch von ihnen gemacht. Will man die Grundformeln in ihrer über- 
sichtlichsten Gestalt erhalten, so hat man, wie eingangs erwähnt und im $ II 
beschrieben, die T'heta-Operationen an die 'T'heorie eines Formensystems zu 
knüpfen und dann, wie diese T'heorie es mit sich bringt, beständig am Leit- 
faden des Invariantenbegriffs vorzuschreiten. 

Die Größen Op und O'y sollen als geometrische Ableitungen von y 
bezeichnet werden. 


Auf jeder der beiden Kurven ce und ce’ erscheint eine bestimmte Riech- 
tung bevorzugt, die durch die Formeln (3.) selbst definiert wird und als 
positiv bezeichnet werden soll. Ihre Kosinus seien (A, B, (') für die Kurve c, 
(4, 5',C') für €. Dann ist 
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Or —A, 


(4.) 


Or=Ä, 


Oy—=B, 0z =; 
Oy—-B', Gz=U. 


Mit diesen Größen hängen die durch die Gleichungen 


ff r 1 

(D.) A —— T 
definierten Richtungskosinus 
lationen 


zusammen; d. h. die positiven Richtungen der Kurven e und c’ und der 


'oy 
ou 
2) 2 


ou 


Oy 
Ov 
EEE 3 ER 


O2 


Ov 


der positiven Flächennormale mittels der Re- 


XA=BUÜ-PBG,... 


Normale sind, in dieser Reihenfolge, den positiven Richtungen der «-, y- und 


2-Achse äquivalent. 


Führt man die Fundamentalgrößen zweiter Ordnung L, M, N ein, so 
erhält man in bekannter Weise die (@«@ußschen Gleichungen 


O’r _fiNoz=z_fıiN 0827 Y 
ou’ BEL TWEE Eee 
6. oz _J12])02 [12] O2 _ uXY 
( Sudv L1J Au I2J oe MA, 
O’x |22\ da 14 Öb2 ıy 
vr” N1ıJdu 12 NA 


die bei zyklischer Vertauschung von x, y,: bestehen bleiben und in denen 


die nach Christoffel mit 1 


bezeichneten Koeffizienten rationale Funktionen 


der Fundamentalgrößen erster Ordnung und ihrer ersten Ableitungen sind. 
In diesen Gleichungen kann man an die Stelle der partiellen Ableitungen 
erster Ordnung von x die ersten Richtungskosinus der Koordinatenlinien, 


Ox 
— z— und 
/ E 'e % 


0: 


I 


Mn . [2 y 
„ , treten lassen, wie dies z. B. schon Enneper getan hat, 


und statt der zweiten Ableitungen die Größen 


I: 1 0x2 1:8 
VE ou e Eo .): VE ou ( 


einführen. 


I — 
VG 


2*) 1 0 1 ) ...:0 1 e\ 
Ov/? y@ Or VE ou?! y@ Ov v@ or 


Unter der Annahme F=0 erhält man dann, in der hier an- 
gewendeten Bezeichnungsweise, Ausdrücke für 9A, 9A’, O’A, 0'A', und zwar 








IM Ä u — eu rn as 


— 


fps 
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als homogene lineare Funktionen von A, A’, X, deren von den Fundamental- 
grüßen abhängige Koeffizienten sich leicht geometrisch deuten lassen. Die 
Riehtungskosinus A, A’ haben hierbei zunächst nur eine spezielle Bedeutung. 
Beachtet man aber, daß die eine Koordinatenlinie willkürlich angenommen 
werden kann, so sieht man, daß das auf diesem Wege gewonnene Gleichungs- 
system für irgend ein orthogonales Kurvenpaar (c,c') auf der Fläche gilt. 
Der Schluß liegt nahe, daß das abgeleitete und das G«außsche System sich 
gegenseitig, und zwar auch unter der Annahme F>0, ersetzen, wenn nur 
die T'heta-Operationen durch die allgemeinen Formeln (3.) definiert werden. 
Es handelt sich darum, dies zu beweisen, und zwar natürlich nicht auf dem 
mühseligen Wege des Durchdifferentiierens, sondern nach einer Methode, bei 
der die Bedeutung der Gleichungssysteme in keinem Augenbliek durch die 
bloß formale Rechnung verschleiert wird. Diesem Zweck dient folgende 
Überlegung. 

Bezeichnet man die linken Seiten der Gleichungen (6.) der Reihe 
nach mit %,,, %2, 2, so Kann man jene drei Gleichungen durch die eine 


(7) Au dW+ 22, dudv + x, dv” = X (Ldu” +2 Mdudv + Ndv’) 


ersetzen, wenn man sie inbezug auf die Differentiale als Identität betrachtet. 
Die beiden Faktoren rechts sind kovariant in dem Sinne, daß sie beim 
Übergange von u,» zu beliebigen anderen Parametern «.»' gleich X’ und 
l du” +2 M’dwW dv’ + N' dv” werden, wo X’, L', M', N' ebenso aus x.y,z, 
,v' gebildet sind wie X, /,M, N aus x, y,z, v,v. Demnach muß auch 
die linke Seite von (7.) kovariant sein. In der Trat weiß man, daß für eine 
willkürliche Funktion p (%,, ?,), wenn 

op BU op 


(8.) re 


= Du 
tv) OU, Fir 


gesetzt wird, die quadratische Differentialform 
> oo. du, du, =® 
“. fix i k 


eine Kovariante des Formenpaares (A, dy) ist, und zwar ganz unabhängig 
von der Bedeutung der Koeffizienten «,. Ich habe diese Form als 
Christoffelsche Kovariante bezeichnet, weil ihre Kovarianteneigenschaft 
unmittelbar aus den Relationen folgt, die Christoffe! in seiner grund- 
legenden Abhandlung „Über die Transformation der homogenen Differential- 


Journal für Mathematik Bd. 130. Heft 2. 17 
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ausdrücke zweiten Grades“ hergeleitet hat.) Doch ist hervorzuheben, dai 
die Differentialform als solche zuerst von Gundelfinger aufgestellt zu sein 
scheint.*“) 

Was die Größe A angeht, so läßt sich diese noch durch eine simul- 
tane Invariante des Formenpaares (A, dx) darstellen. Aus den Formeln (5.) 
und den Ausdrücken der Fundamentalgrößen erster Ordnung folgt nämlich 


unmittelbar 
a, 1 fafdeN 09898, nf(daN 
+27 Be G5) 2a, 2 +25) ] 
oder 
1 . X? = A'x. 
d. h. 
(9.) A=yl- LI, 


wenn die Quadratwurzel so fixiert wird, daß sie bei der Ausrechnung den 
Wert D,(y, :) liefert. Hierbei ist /'x der schon oben erwähnte Differential- 
parameter erster Ordnung von x, der für irgend eine Funktion y und eine 
beliebige quadratische Differentialform A durch die Gleichung 


I © 
(10.) d49= 8,27 TH (A, dy?) 


ik ou; Our 


definiert wird. Er ist mit der algebraischen Fundamentalinvariante des 
Formenpaares (A, dp) identisch. 

Hiernach läßt sich das erste System der Gaußschen Gleichungen aus 
der Identität 


(11.) ®—-VY1-IYB-0, 
deren linke Seite eine Kovariante des Formensystems (A, B,dy) ist, für 
y=. ableiten. Die beiden anderen Systeme folgen, wie erwähnt, aus dem 
ersten durch zyklische Vertauschung von x, y,2. 
iA) 


7 [5 P, Sp einen die Beziehung 
zu A kennzeichnenden Index « beizufügen, weil funktionale Ausdrücke dieser 
Art, die mittels der Koeffizienten anderer Differentialformen gebildet sind, im 


folgenden nicht vorkommen. 


ls erscheint unnötig, den Zeichen | 


Um nun die Gaußschen Gleichungen in der verlangten Weise umzu- 
formen, hat man die linke Seite der Gleichung (11.) ebenso zu transfor- 


”) Dieses Journal Bd. 70 (1869), 8. 47—49. 
**) Dieses Journal Bd. S5 (1878), 8. 299. 
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mieren wie im $ II die Form $, nämlich durch Einführung der Formen W, 
statt der Differentiale, der T’heta-Operationen statt der Differentiationen. 
Sodann sind die Koeffizienten von MI, MM,, M; einzeln gleich Null zu 
setzen. Dabei ist jedoch zu beachten, daß nach dem zuerst beschriebenen 
Verfahren aus der mittleren G«ußschen Gleichung zwei Formeln hervor- 


. ' . O.& 

gehen, jenachdem man 04’ oder @’A an die Stelle von e 
Ju OL 

ist deshalb zweckmäßig, auch hier wieder, statt von dp, zunächst von der 
beliebigen linearen Differentialform %, auszugehen und die Integrabilitäts- 


bedingung erst später einzuführen. 


- treten läßt. Es 


Hierbei wird die quadratische Christoffelsche Kovariante ® durch eine 
bilineare, 
Sp, du, dw, =WB 
7 Pi i k 2 


vertreten, deren Koeffizienten durch die Gleichungen 


(12,) u _ zn, —pu 
definiert sind. Auch hier kann der Index a bei ® weggelassen werden. 
Der Beweis für die Kovarianteneigenschaft dieser Form unterscheidet sich 
von dem, den ich auf Christoffelscher Grundlage für die Kovarianz von ® 
in den Sitzungsberichten der Berliner Mathematischen Gesellschaft vom 
Jahre 1902, S. 63—66 gegeben habe, so wenig, daß er hier übergangen 
werden kann. 

Die bilineare Kovariante, die aus ® durch Vertauschung von d mit 
ö hervorgeht, ist neben ® selbst nicht weiter in Betracht zu ziehen, weil, 
wie man sofort übersieht, 


= p. du du — = pi du du=N 
8 i. a 
ist, 


Benutzt man jetzt die Gleichungen 


ne we SIR 
du, = Zu, NR, 


[74 


du, = S UM; 


zur Umformung von ®, so möge 


(13.) = LpM, M; 
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werden. Die Größen p,, sind durch den Ansatz 


(14.) Das u. = gi Ur Px 


bestimmt, erscheinen also als algebraische simultane Invarianten des Formen- 
systems (M,) und der Form ®. Wäre $ eine beliebige bilineare, M,,... 
beliebige lineare Formen, so müßte man bei diesen Ausdrücken stehen 
bleiben. Hier aber ist ® eine Differentialkovariante des Systems (A,®,), 
wobei noch WIM; =A ist. Es sind also statt der in den Koeffizienten 
P. vorkommenden Größen p, die im vorigen Paragraphen definierten In- 


'arianten p, des Systems (RP, N,,...), statt der Differentialquotienten Z 


UL; 


die Invarianten 9,p, einzuführen, endlich die durch die Formeln 
u ik) E.. 4 04; eu 
=2804,\= + _ 
(15 ) u 2 - r \our. Tr ou; ou; 
definierten Christoffelschen Verbindungen mittels der Relationen 


(16.) a, = mM; Ma 
umzuformen. 
Mit Hilfe der Gleichungen II (23.) 


pP =<&m,P, 
I 
erhält man zunächst 


A oO», EM ‚[?k) 
eh ‚ua| 2 ., = mis 3m ] 
Da = Tai Ak ru hi ou, + p, Our 2 v) u iv p, 


oder unter Heranziehung der elementaren Determinanten-Relationen II (25.): 


Pr 


Od, " om;; „fek) 
AP = U; —- +2 U MH zr Pi ( om n | ; | mM, )s 


OU; ik, OU; 


d.h. nach II (16.) 
(17.) hd + Em Fun (Em). 


Die unter den Summenzeichen mit p, u,; «,;, multiplizierte Größe ist aus den 
Koeffizienten der Formen ®, und A genau so gebildet wie p,, aus denen 
von %, und A, kann also als Koeffizient von du, du, in der bilinearen 
Christoffelschen Kovariante von WM, und A betrachtet werden. Es sei noch 


| om;; An fik) = 
(18.) 3 JM, 


y 





mn 


rn 


Er 


© 
® 
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Multipliziert man, wie die Gleichung (17.) es erfordert, mit w,,; «,, und 
summiert über 2 und k, so entsteht ein Ausdruck, der formell aus p,; her- 
vorgeht, wenn die eben definierte Kovariante an die Stelle von ®, tritt. 
Setzt man demgemäß 


(19.) = Un; U; MM; ik 2 I, ‚ad 
so folgt aus (17.) 
(20.) ph. + Em sd: 


Die Differentialinvarianten m, „‚; lassen sich noch durch die im $ II, Gl. (26.) 
oder (28.) definierten Invarianten der Formen des Systems (M;,) darstellen. 
Benutzt man nämlich die Gleichungen (15.), (16.) und die aus (16.) folgenden 


(21.) 0, = < U; Ugxy 
so findet man unter beständiger Anwendung der Relationen II (25.) ohne 
Schwierigkeit 
(22.) MM, 2 = 5 (Mt Mat M;,a)- 
Von den aus diesen Formeln in Verbindung mit 
NM, =0, MM; sa = — WM; 03 
folgenden Eigenschaften der Invarianten m, ,; sind die in den Gleichungen 


MM, a; 
m, 250, 

m, 2 =M, a; 
N... + MM, 3; = 0 


enthaltenen für die Aufstellung des vollständigen Systems nützlich. Als 
von Null verschieden ergeben sich für n—=2 vier Grüßen: 


m, a — m, a” Q:, nt, „ — IM, | 0:2, 
(23.) ‚* ‚* „+< <,« < 
NM 1 = ea =, N, 2=lnm= 0. 


Hiernach folgt schließlich aus (20.) und (13.) 


? ‚ (IP: —gı pP.) le M, * rp, +9: P:) RM, 
+ IP + HP) MM + (mg: Pı) MM. 


(24.) 
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werden. Die Größen p,, sind durch den Ansatz 


(14.) DE Mu ll Pa 


bestimmt, erscheinen also als algebraische simultane Invarianten des Formen- 
systems (M;) und der Form ®. Wäre % eine beliebige bilineare, M,,... 
beliebige lineare Formen, so müßte man bei diesen Ausdrücken stehen 
bleiben. Hier aber ist ® eine Differentialkovariante des Systems (A, R,). 
wobei noch W+HM=A ist. Es sind also statt der in den Koeffizienten 
pP; vorkommenden Größen p, die im vorigen Paragraphen definierten In- 


varianten pP, des Systems (,, M,,...), statt der Differentialquotienten 


die Invarianten 9;p, einzuführen, endlich die durch die Formeln 


(15.) we -: = a, er De u 


OU; ou; ou; 
definierten Chrrstoffelschen Verbindungen mittels der Relationen 
(16.) A; — Pe: m;; M;x 


umzuformen. 


Mit Hilfe der Gleichungen II (23.) 
2,> = m;,;P; 
erhält man zunächst 


) 3 nun < u. u Ak [= m;; 2 + p, Ge 2 ” ir im v: | 


oder unter Heranziehung der elementaren Determinanten-Relationen II (25.): 


CU; i.k.2 


fehl 
| - 5 Opa 5 > N 3 f? a 
Da; U; + U, Ur Pı (5 IA pe j 4 z 


d.h. nach Il (16.) 
vn om;; . [ik\ ) 
(17.) yi 42. +22 IE -2 \, | ir) 
Die unter den Summenzeichen mit p, u, u;, multiplizierte Größe ist aus den 
Koeffizienten der Formen ®, und A genau so gebildet wie p, aus denen 
von %, und A, kann also als Koeffizient von dw, du, in der bilinearen 
Christoffelschen Kovariante von ®, und A betrachtet werden. Es sei noch 


om; „[?k) 
(18.) > - 21") NE, 5 


Br 


is 
ES: 
war 
= 
X x 
Se 
Fe 
= PR 
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Multipliziert man, wie die Gleichung (17.) es erfordert, mit «,; «,, und 
summiert über 2 und &, so entsteht ein Ausdruck, der formell aus p,; her- 
vorgeht, wenn die eben definierte Kovariante an die Stelle von ®, tritt. 
Setzt man demgemäb 


(19.) ZU; UM, Mo; 
i,k 
so folgt aus (17.) 
(20.) Das a Y; PD. Fr = N;, a3 P} ° 


Die Differentialinvarianten m, „‚; lassen sich noch durch die im $ Il, Gl. (26.) 
oder (28.) definierten Invarianten der Formen des Systems (M;) darstellen. 
Benutzt man nämlich die Gleichungen (15.), (16.) und die aus (16.) folgenden 


(21.) 0, = = U; My; 
so findet man unter beständiger Anwendung der Relationen II (25.) ohne 
Schwierigkeit 
(22.) mM, > = (m, +, at M;..)- 
Von den aus diesen Formeln in Verbindung mit 
Mal, ManU, 
folgenden Eigenschaften der Invarianten m, ,; sind die in den Gleichungen 


MM, ca =M, a; 
NM, ,»=Vv;, 

NM, =, a; 
M,,..5+ 1m, ,;=0 


enthaltenen für die Aufstellung des vollständigen Systems nützlich. Als 
von Null verschieden ergeben sich für n—=2 vier Grüßen: 


(23 ) NM, als 9, mM 2m a=—h; 
Mu =l,a=—g, Mol, nm 0. 


Hiernach folgt schließlich aus (20.) und (13.) 


P=(Ip—gP) MM + (IP, + 9292) MM 
+ (IP +9 Pı) MM + (929. — 92 Pı) MM: . 


(24.) 
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Für W=dy, also p,=4,Yy, »=%,p, und wenn 
mM, mM, 09, Oy, 9 9, 8 
für 
M,, Ms, Hp, Ip, 1, 92; pt 


geschrieben wird, ist 
2ö 3= (099 -gIO HMM HIGH +JFOHMM 
a +(00y+99y) NW H+LIOGH-ITOy) MM. 


Die Koeffizienten von WM und MM’ sind einander gleich auf Grund der 
Integrabilitätsbedingung II (34.), die jetzt die Form 








(26.) 00y -090y=99y -g Op 
annimmt und in der g und g’ nach II (33.), (31.) die Werte haben 
u ee © EB ai 1} 
97 J T\ou V@m:—2Fm, m, + Em: Ov V@m?—2Fm,m, + Em: E* 
21. ; 
Se ' 1[ 0) Im. 6) Tm | 
g= - | 


_ T\öu Vom: —2Fm m, +Em: Or Gm’ —2Fm, m, + Em: |' 
Nun hat man zweitens die quadratische Differentialform 
B=Ldı" +2 Mdudve+ NdW = z b,du, du, 
oder, wenn man will, die zugehörige bilineare 
NE = b, du; du, (b,=b,) 


durch Einführung der Formen M; umzugestalten. Die Werte der neuen 
Koeffizienten sind aus 


E4 


EM, N; 2 U, U; Dix 


a, i,k 


sofort abzulesen, und es sei 


(28.) = Ui Al;y Di u b,, 
sodaß 
=, MM 
B=:6,N, N, 
wird. Setzt man im einzelnen 
N 22 ü’ ® 
(29.) a m‘ 2 Mmm, + Lm; _,, 


NT @m:—2Fm, m, + Em? 
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>94) h,- N(Em,— Fm, )’— 2 M(Em,— Fm,) (Fm,— Gm,) + L(Fin,— @ m, )' ' 
29: nn 1 — - - =n 

(29.) Dr T’(@m? — 2 Fm, m, + Em?) 

(FN— GM)m? — (EN—GL)m, m, +(EM— FL)m; _ 


b 





1 ET a en 4 ’y! u y y [77 .z T, 
(30.) Di: U(@mi—2Fm, m, + Em) 
so erhält man 

(31.) YEnNMMLHLMNHNM))HUMMN. 


Da der zweite und dritte Koeffizient sowohl in ‘5 wie in ® einander gleich 
sind, so verschwindet die bilineare Kovariante $— VY1-fS'p® gleichzeitig 
mit der quadratischen d—-Y1—-f'yB, und man findet als den drei ersten 
(raußschen Gleichungen äquivalent folgende vier: 


OA=yA'+nX, A=—yA'+tX, 


32. 
RR OA'=—gA+tX, OA=gA+nX. 


Die geometrische Bedeutung der hier auftretenden Größen n,,t, 4.4 
ist bekannt. 

Um die Form dieser Gleichungen von der der ursprünglichen (6.) 
zu unterscheiden, könnte man sie als invariant, nämlich im Gebiete der 
Differentialformen A,B,M, und dx, bezeichnen. Allein bei durchgehendem 
Gebrauch dieser Benennung würde es sich nicht vermeiden lassen, von der 
nicht-invarianten Form einer Kovariante oder Invariante zu sprechen. In- 
folgedessen ist es zweckmäßiger, die Unterscheidung der beiden Gestalten, 
in denen diese und andere, sogleich zu erwähnende Gleichungssysteme in 
der Flächentheorie erscheinen, von einer mehr äußerlichen Eigenschaft der 
Formeln herzunehmen. Die Gleichungen (6.) enthalten die Ditferential- 
(uotienten der kartesischen Koordinaten, die Richtungskosinus der Normale 
und die Fundamentalgrößen lediglich rational; dagegen kommt in den De- 
finitionsgleichungen für Op und O’'y noch eine Quadratwurzel vor, die 
demnach im allgemeinen auch in den mittels der T’heta-Operationen gebildeten 
Kechnungsausdrücken enthalten ist. Hiernach soll von den beiden Gleichungs- 
formen (6.) und (32.) die erste als rational, die zweite als irrational be- 
zeichnet werden. 


IV. 
Den Gaußschen Gleichungen stehen im System der flächentheoretischen 


Grundformeln die Weingartenschen zur Seite, vermöge deren die ersten Ab- 
leitungen der Richtungskosinus der Normale als homogene lineare Funktionen 
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der ersten Ableitungen der entsprechenden kartesischen Koordinaten dar- 
gestellt werden; die Koeffizienten sind rationale Funktionen der Fundamental- 
größen. Beim Beweise dieser Gleichungen tritt gewöhnlich nicht klar 
hervor, daß sie, wie es doch sein muß, aus den (@außschen folgen. Zwar 
kann man dies einfach dadurch prüfen, daß man den Ausdruck eines Rich- 
tungskosinus differentiiert und für die zweiten Ableitungen der kartesischen 
Koordinaten ihre Werte aus den Gaußschen Gleichungen einsetzt. Aber 
eine deutlichere Einsicht gewinnt man, wenn man, von dem hier einge- 
nommenen Standpunkt aus, den Beweis an die Theorie der Kovarianten 
knüpft, was auf verschiedenen Wegen geschehen kann. 


Man bestimme statt der einzelnen partiellen Ableitungen von X das 
Differential dX und gehe dabei von der bereits benutzten Gleichung 
AXA=Yl1-Zf'w aus. Dann handelt es sich also um die Berechnung des 
Differentials von S'xr, oder allgemeiner des Differentials einer simultanen In- 
variante von A und S%,, 


H,(A, %) = = er Pi Pk 


und zwar unter Einführung der Koeffizienten p,, der Christoffelschen Ko- 
variante an Stelle der Ableitungen der Größen p,. 


Wir lassen, wie vorher, %, zunächst beliebig, ohne auf die für 
= dx erfüllte Integrabilitätsbedingung Rücksicht zu nehmen. Die Bildung 
des Differentials ergibt 


dz x Pi mn= 2, [«.(p sp Hs -)+p DD “jau, 


i Op 0a; 
Zdu,&(2aup Du, tPıPr a -e). 


Die Ableitungen der Größen «, lassen sich mittels der schon wiederholt 
angewendeten Relationen II (25.) durch die der Größen «a,, und damit durch 


die bei Einführung der p,, ohnedies vorkommenden Verbindungen « 2 dar- 


stellen. Durch Differentiation jener Relationen und Auflösung 5 ent- 
stehenden Gleichungssystems folgt nämlich 


dar -2 day 
ne LE 125) Das 


Pie» 
und weiter, da 
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da; i yk vi 
le rl 


OU, 









ist, 
O as x[ EZ (vi 1]. 
| I __ylo. i 
f Ou, ; Alk) ra (:) 
| 1 ii . 2 . Oo 7 
: Setzt man diese Ausdrücke und, aus III (12.), die der Ableitungen 
I J g E; 

ein, so ergibt sich 

;dZa,pp==du,Z|e, P; (Priv +2[, 1D.) 


min w([_ [vi] [v2] 1: 
pr &len tel) 


Der Teil des Koeffizienten von du,, der p,, nicht enthält, läßt sich schreiben: 


” BR re\_, = [ve\ 
ee PiPr\g) 2,5, Ce PiPe\ a) 2:5, ePiPr\ | 
u y' i lo v| y' I» o| 
PP T re PiPr\;f‘ 


Dieser Ausdruck verschwindet aber, wie man sofort sieht, wenn man in der 
zweiten Summe : mit A vertauscht. Hiernach wird 


(1.) d2 0.2 p=2 2 0,P;P, du,, 
i,k „k 


„» 


und das Differential der Invariante //, (A, %}) ist damit als simultane Ko- 
variante von A,‘ und % dargestellt. 


Speziell folgt für R,=dy, also p, Dr = pn: 


(2.) dd'’y=2 -, (;; S =. "Pi du,. 


Ist weiter, wie für =, 
®-- ] 1—-f'yB 0, 
also 
(3.) Pr .— v1 — Sy b,, b) 
so hat man 


ddy=?22 ı Iyi-I b,,du,, 


mL. 


d.h., was hier gebraucht wird, 
Journal für Mathematik Bd. 130, Heft 2. 
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(4.) dYV en ns - Ip nd Ts O5 5 n. du, 
oder, für 

(9.) >= = 0x kr — iv: 

(6.) dyl—-Ify=Zı, a du,. 
Speziell ist für y=ı 

ei — 5° oX u 0a 

(1.) dA - = 2 du. => du, 3a 


woraus sich die Nerngartenschen Gleichungen, und zwar in der gewöhnlichen 
rationalen Form 


oOoX ER. n 
r = LER 
' ou uU ANr? 
(8.) 
un ‘ ” on 
oX oA 
RL „+ in 5- 
Or or 


ergeben. Um zu der irrationalen überzugehen, hat man nur die Kovariante 
auf der rechten Seite von (1.) durch Einführung der Kovarianten N, um- 
zuwandeln, dann wieder %,=dy zu setzen und die für 9=.x geltende 
Gleichung (3.) zu benutzen. Es wird 


> == E . Mm 
‚—,*aPi Prv du, Rn. Ar Ci Priv MP, UM 

BER y' ‘ 

ES ick - 1.0 IN; Us; Uogr it;, Pr» d, M, 


y j 
= 3 Ua PoPoM:; 


k,v,o,4 


d. h. unter der Voraussetzung (3.) 


d V 1- ce Ty= < . U or u, Di, P, M;, ® 


use 


Hier treten die bereits vorgekommenen Größen 
z U x U,, Di . b,, 
7 328 " 


wieder auf, deren Werte einzeln durch die Formeln I1I (29.), (30.) bestimmt 
wurden. Die Gleichung 


ı 
oT IM, 


ANZSEIN.M=— Zba der 


zerspaltet sich in die beiden: 
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I,X=— Eb,4,% 


oder . 
O0A=—nA-—tA, 


9. 
9) 0A=—-t4 — 4. 


Die vorangehenden Untersuchungen könnten, wie unmittelbar ersicht- 
lich, so angeordnet werden, daß sie die Beziehungen zwischen den linken 
Seiten der auf Null gebrachten Gleichungen III (6.) und (32.), IV (8.) und 
(9.) hervortreten ließen, statt derer zwischen den Gleichungen selbst. Ferner 
leuchtet ein, daß die gegenseitige Abhängigkeit der Gleichungssysteme gilt, 
gleichgültig ob WM, beliebig gelassen oder spezialisiert wird. Setzt man nun 
die Kurve c als die eine und demnach <’ als die andere Krümmungslinie 
voraus, so daß die geodätische Torsion ? gleich Null wird, so gehen, nach 
den im 111. Bande dieses Journals eingeführten Bezeichnungen, 9, 0'y, 
A, A’ in 9%, 9,9, X;, A,, die Normalkrümmungen x, »' in die beiden Haupt- 
krümmungen über, und die Gleichungen III (32.), IV (9.) werden mit den 
a.2. 0.8. 341 und 342 unter (7.), (8.), (9.) aufgeführten identisch. Speziell 
liefert das letzte Gleichungssystem die Formeln von #lodrıgues, unter der 
Annahme beliebiger Parameter. 

Wird auf die Übereinstimmung der Gleichungen (9.) mit den Wein- 
gartenschen kein Gewicht gelegt, sondern kommt es nur darauf an, sie 
überhaupt aus schon vorhandenen Formeln herzuleiten, so kann dies nach 
Gerselben einfachen Methode geschehen, durch die in der Theorie der Raum- 
kurven das dritte System Frenetscher Formeln aus den beiden ersten ge- 
folgert wird... Man wendet die T’heta-Operationen auf die Identität 


A’+A"+N’—1 


an und setzt für 9A,... O'A’ ihre-Werte aus III (32.) ein. 


V. 

Das System der Grundformeln der Flächentheorie findet seinen Ab- 
schluß in den drei Fundamentalgleichungen, die für die Gauß-Weingarten- 
schen Gleichungen die Bedeutung von Integrabilitätsbedingungen haben. 
Sie können aus III (6.) und IV (7.) in bekannter Weise hergeleitet werden. 
Das Wesentliche dabei ist, daß man für bestimmte Ableitungen dritter Ord- 
nung der kartesischen Koordinaten je zwei verschiedene Ausdrücke bildet 


%* 


IS 
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und aus den durch ihre Gleiehsetzung entstehenden Relationen auch di. 
zweiten Differentialquotienten eliminiert. Die Durchführung der Rechnung 
liefert die Fundamentalgleichungen in rationaler Form. Daß die drei irra- 
tionalen Relationen, die man aus III (32.) und IV (9.) dureh Anwendung 
der Gleichung IV (26.) auf 9= A: g=4' und zyklische Vertauschung von 
A,B,C: A', B',C' erhält, von ihnen nur der äußeren Gestalt nach ver- 
schieden sein können, ist nach dem bisher Bewiesenen von vornherein klar. 
Nachdem aber das Bestehen der Gaußschen und der Werngartenschen Glei- 
chungen, und zwar in beiden Formen, an das identische Verschwinden einer 
einzigen Kovariante geknüpft worden ist, erscheint es wünschenswert, auch 
die beiden eben erwähnten Gleiechungssysteme nur als verschiedene Aus- 
drucksformen einer und derselben Identität zu kennzeichnen. Und zwar 
nicht nur der Einheitlichkeit der Methode wegen, sondern weil das erst- 
genannte Verfahren bekanntlich zuviel, nämlich sechs Gleichungen liefert, 
die erst auf drei zurückgeführt werden müssen. 

Was die zweite und dritte Fundamentalgleichung angeht, so hat I ern- 
garten sehon 1884 in der Festschrift der Technischen Hochschule zu Berlin”) 
bewiesen, daß ihre linken Seiten in einfacher Weise zu den Koeffizienten 
einer linearen Kovariante in Beziehung gesetzt werden können. Behufs 
Herleitung ihrer irrationalen Form könnte man sich unmittelbar auf dieses 
Ergebnis stützen. Doch sollen die drei Fundamentalgleichungen zusammen 
behandelt und ihre Herleitung an eine allgemeine formentheoretische Unter- 
suchung angeschlossen werden. 

Übenso wie schon die linken Seiten der (Gaußschen Gleichungen 
III (6.) darauf führen, in der Flächentheorie statt der Differentialquotienten 
zweiter Ordnung der Koordinaten die Koeffizienten der Christoffelschen 
INovariante für y=x,y,: zu verwerten, so hat man auch statt der höheren 
Ableitungen die Koeffizienten derjenigen Kovarianten einzuführen, die nach 
dem Christoffelschen Verfahren (dieses Journal Bd. 70. S. 56—57) aus ® ab- 
geleitet werden können. Es sei 


SS c,du.du,=fF 
6,8 
eine beliebige quadratische Differentialform. Wird 


Obi, 5 BAY 
(1.) (co \,jtenl,| Fi 


ou) 


*) Uber die Theorie der auf einander abwickelbaren Oberflächen, $S. 19—20. 


Pi 5 
Ei 
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vesetzt, so ist nach Christoffel die dreifach lineare Differentialform 


(2.) 5 Cyd HM Vu, Du, —=($ 


MR 
die uns hier allein angeht, eine Kovariante. Für c,=c, ist 


(3.) Cm = 0 


dies wollen wir annehmen, denn von einer allgemeinen bilinearen statt von 
einer quadratischen Differentialform auszugehen ist für das Folgende nicht 
erforderlich. 

Setzt man c,=Ö, und macht die drei Differentiale dw, dv, dr ein- 
ander gleich, so geht 6, in die kubische Kovariante H über, auf die man, 
wie ich schon vor längerer Zeit gezeigt habe, durch eine Aufgabe aus der 
Theorie der Normalschnitte geführt wird. 

Setzt man dagegen 


(4.) CGH=pa— | 1-4 b; 


und nimmt dann 9=«, so verschwinden infolge von IV (3.) sämtliche 
Koeffizienten von 6,. Aus dieser einfachen Bemerkung erhält man freilich 
zunächst nur den Inhalt des Gleichungssvstems wieder, das durch einmalige 
Differentiation aus dem (Gavßschen hervorgeht. Was man braucht. sind 
dagegen Gleichungen, aus denen die Ableitungen dritter und zweiter Ordnung 
verschwunden sind. 

Das Hilfsmittel, das man hierfür aus der Formentheorie entnehmen 
kann, ist die Bildung einer linearen Differentialkovariante von 6, und A. 
Vertauscht man nämlich in der Formel (2.) die Zeichen d, Ö und d auf 
alle möglichen Weisen und subtrahiert jedesmal den entstehenden Ausdruck 
von 6;, so findet man, von solehen Formen abgesehen, die infolge von 
(3.) identisch verschwinden, die Kovariante, die ich als Nrngartensche be- 
zeichnet habe: 


r ‚Ci12 
(8.) - P> 


— (ij 


n -du,=W,("). 


Ihre Koeffizienten ergeben sich für =1,/=2 aus 


2 /\ oc [2%] 
(6 2 PR FCik Sn 1? - yon 
. 17 C; — , ( 1 er . — ( ] I» 
\ ) u. in OU} n er v O Ur v 


Eine leichte Rechnung lehrt nun, daß wenn man, den Gleichungen 
(4) gemäß, C, von der Form Pat ),.Ö,, annimmt, 
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(7.) W,(T)=W,(®)+2W,(B)+D,(B, dA) 


wird, so daß es sich um die Herstellung von drei verschiedenen Ausdrücken 
handelt. Zunächst findet sich bei W,(®), daß, wie es oben als Erfordernis 
hingestellt wurde, nicht nur die dritten, sondern auch die zweiten Ableitungen 
von g wegfallen. Wird 


al al" j = a; 
8.) = = ee + _ ” u . | ; | r )= ev Ik} 
gesetzt, so erhält man aus 
(9.) Pin Pr = rk! ne 


die Koeffizienten dieser Kovariante. Die von W,(B) sind aus (6.) ohne 
weiteres abzuschreiben, wenn 5 für c gesetzt wird, und auch 


oh 


ou, 


bu, du, + db, du,, 
D,®, di)=,, ie 
bu du, + bu, du,, —— 
OU, 
bedarf, so lange nur die rationale Form der Ausdrücke in Betracht komnt, 
keiner Umgestaltung. 
Soll nun z. B. W,(B) in die irrationale Form gesetzt werden, so kann 
man damit beginnen, die trilineare Form 
= bu,du,dudı, =), 
zu transformieren, um dann erst zu der Weingartenschen Kovariante zurück- 
zukehren. Es sei 


y 0 — 
zm, du, =W,, 


’ 


(10.) B= 56, MMN,; 


2.8, 3 


dann sind die Invarianten 


\ y 
(1 u) 0,5; =2 Usllz U, Da 


zu berechnen. Worauf es dabei ankommt und wie die Rechnung zu führen 
ist, ergibt sich aus der im vorhergehenden angestellten Transformation 
linearer und bilinearer Differentialformen ohne weiteres. Man kann deshalb, 
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statt dasselbe Verfahren nochmals anzuwenden, zur Erreichung des beab- 
sichtigten Zweckes die landläufige Methode der Spezialisierung der Para- 
meter benutzen, die auf kürzerem, wenn auch freilich nieht so übersichtlichem 
Wege zum Ziel führt. Da man auf Grund der eingangs gegebenen Defi- 
nitionen jederzeit in der Lage ist, zu den allgemeinsten Formeln zurück- 
zukehren, so liegt hier kein (Grund vor, dieser Methode auszuweichen. 

Die Parameter «', « oder «,., seien so gewählt, daß die Linien 
"=ceonst. mit den durch W,=0 bestimmten Kurven c zusammenfallen. 
während «=const. die orthogonalen Trajektorien liefert. Aus 


M,z=m, du, + m, du, — m, du, + m; du, 


folgt dann m|=0, und ferner ist ?’=0. Bedeutet noch & das Vorzeichen 
von ?n,, ist also 


em, >), 
so hat man 
1; ung - . u, 0 (7. : k) . 
Ve; : 
sowie 
€ Oo ( 
3 f — . 4 3 
Va; u 


! ! 


wenn beim UÜbergange von ”,,%, zu ,,%, 


f (u, 5) = y 7. (v1, 1,) 


wird. Der Ausdruck für b,;, reduziert sich auf ein einziges Glied: 


(12.) b, „= Bun U;; u, b, u. 
und es müssen nun die in 
Obi; : [Brl’, „ far!’ 
A _z(b IL) ‘ ) 
ady ou! a) | y | TV%yr | u | 


vorkommenden Ableitungen nicht-invarianter Größen durch Invarianten und 
durch geometrische Ableitungen von solchen ersetzt werden. Die dabei in 
Betracht kommenden Größen 9,, 9, Bıı, Dis, &» haben für die speziellen Para- 
meter die Werte 


O Ayıı 
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(13.) RL 


Val ajr 


Versteht man da, wo eine Größe mit nur einem Index : behaftet ist, unter 
k die von « verschiedene Zahl des Paares (1,2), so kann man die beiden 
Formeln für 9, und 9, noch in 


(14) gan ie Sr 


zusammenziehen. 
Für die Koeffizienten des transformierten Ausdruckes von 6, ergeben 


sich nach Durchführung der Rechnung die Formeln 
b,,; = v7 b,, Bea; 2 b,. Q;, 
(15.) 0,=%,b,+25,9,; 
(= 90, + (0, 0) 9; 
die wegen der aus b,,= b,. folgenden Eigenschaft b,,= b,, ausreichen. 
Vertauscht man jetzt behufs Herleitung von W,(B) wieder d« mit 


du, d.h. W mit W, und subtrahiert, so erhält man nach Absonderung eines 
kovarianten Faktors 


(16.) W, (B) 2% Ss (b,, ad D,,1) M;, 
wo die Koeffizienten in den Bezeichnungen der Flächentheorie die Werte 
haben 
b:- d=O'n + 219’ — (Ot+(n—n))g), 
(17. 


da, = Ort +" —n)g — (On’+2tg). 
Wird dann weiter, entsprechend (16.), 
(18,) Ww.= LM 
gesetzt, so findet sich beim Hindurchgehen durch die speziellen Parameter 


Ina — hai |. ( 02 + v2 B* gı —9;) Ip, 


(19.) « ( 2 a\ 
Re -hba>= (9 + Hg —9ı —-)49Q, 
also für 
(20.) Het rg - mE Oy+9g-F—-g"=K.: 
(21.) WW. )=-A,.HPYM- HpM;). 
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Endlich ist 
(22.) D,®, dA) = (6, rd, JM — (0,92 db: A)M, 
oder in den Zeichen der Flächentheorie: 
(23.) D,B, dA) = (nO 1-9) W —- ("A-tO MM. 
Alle diese Ergebnisse in (7.) eingesetzt, liefern 
(24.) W, (M) a A I, p Ms v2 f M,) 
+ 2 (di Pe 21) M, zfüg (D>, a D. 12) M;] 
+ (6,925, HAM (dd AM. 
In dieser Kovariante also müssen die Koeffizienten von N, und WM, einzeln 
Null sein, wenn A=—-Y1-4#'p, p=x genommen wird. Mittels der Wein- 


yartenschen Gleichungen, die schon vorher aus dem Verschwinden von 


®—-Y1-A'pB gefolgert worden sind, kann man noch aus dem dritten 
Aggregat die Ableitungen von A herausschaffen und dafür die von y ein- 
führen, die auch im ersten Teil vorkommen. Die Gleichungen IV (9.) sind 
dabei, den hier gebrauchten Bezeichnungen entsprechend, in der Form 


(25.) u 3 u . Da 0, %, f; 
I, 1=— D.. J, Y— D,, I, Y 


zu benutzen. Sie liefern, immer für F=®—-V1-s'YyB, y=ı, 
6) WwN=lluna-- Ku) (dir dm) VI-IE]M, 
— [(b,. D2, Eee ie Kun) v2 p ru (Da. Eu D,.2) Bi — I'y ] Mo . 


Die Identität W, (FT) =0 ergibt nun 
(b,, 0 Er, b,; a. Kam) A’ Te (Du: as D,21) A un 0, 
(b,, D,, PP}. b. - Km) 4 | (Da, .. D,12) A = ’ 


und aus diesen Gleichungen, die in gleicher Weise auch für 2, B', Y; (,0',Z 
gelten, folgen die drei Relationen 


2 > 
0 et Ka Km 0, 


(27.) D.1. . Dia . 0, 


Da, . D312 =0, 
Journal für Mathematik Bd. 130. Heft 2. 
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Sie lassen zunächst das Weingartensche Resultat, daB W,(B) für sich allein 

gleich Null ist, wieder hervortreten. Und das Verschwinden des Restes von 

W,(F) wird dann durch die erste Bedingungsgleichung wiedergegeben. 
Die zweite und dritte Gleichung, 


On— Ot+2iy —(n—n)y=0 


(28.) 
On’ — Ot+219 -W"—n)g=0, 


sind unmittelbar der zweiten und dritten Fundamentalgleichung äquivalent, 
die in der gewöhnlichen, rationalen Form aus 


dire — dar 0, Dazı — day, = 0 


folgen. Auch würden sich wieder vermöge der Kovarianz von W,(B) die 
Beziehungen zwischen den linken Seiten beider Gleichungssysteme ohne 
weiteres hinschreiben lassen. 

Die erste Gleichung dagegen, 


(29.) nn" —-P=0y+ 9 —- P-g", 


erscheint nicht sofort als der ersten Fundamentalgleichung, d. h. dem Gaup- 
schen Satze vom Krümmungsmaß, gleichbedeutend. Denn links und rechts 
stehen hier Kurveninvarianten, nämlich solche geometrischen Größen, die 
durch die Kurve c bestimmt und ihrer Natur nach von der Wahl der Para- 
meter unabhängig sind. Was noch fehlt, ist der Nachweis, daß die eine 
und damit auch die andere Seite von (29.) für alle orthogonalen Kurven- 
paare denselben Wert behält, also eine Punktinvariante ist. Geht man nun 
etwa links zur rationalen Form zurück, so findet man 


>) L N — M? 


(30.) int = 5 


Burn 


Man kann aber auch, indem man genau in dem Rahmen der eben ange- 
stellten Untersuchung bleibt, auf die Kovarianz von W,(®) zurückgreifen. 
Aus (21.) erhält man nämlich, wenn man den zweiten Faktor in die rationale 
Form setzt, 


1 Op og (Q 6) 
31.) W.(®)=K,. K. Hau? u. — (A, , du, (a, 2 - dia 52) du, |, 


und weiter durch Vergleiehung mit 


(7,91! 
W.(®) z Piz en du— ande ne du, 
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« 


eine Reihe von Formeln für A,., z. B. 


am) 
(32.) K.=-—-|2121)=K,, 


wo K, von ce unabhängig, also eine Punktinvariante ist. Der Nutzen der 
gleichzeitigen Betrachtung der rationalen und irrationalen Form der flächen- 
theoretischen Grundgleichungen zeigt sich hier, ganz abgesehen von der 
Wichtigkeit der irrationalen Form an und für sich, auch darin, daß die Dar- 
stellungen der (raußschen Invariante durch die Christoffeischen und die 
Riemannschen Größen, sowie ferner die Zusammenhänge zwischen den ver- 
schiedenen Größen dieser Art, fast ohne Rechnung hergeleitet werden können. 
Die mannigfachen Formen, die man dem Ausdruck des Gaußschen Krümmungs- 
maßes geben kann, sind jedoch zu oft behandelt worden, als daß es nötig 
wäre, sie an dieser Stelle von neuem zu erörtern. 


Berlin, Oktober 1904. 
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Sur les polygones reguliers et les radicaux carrds 
SUperposes. 


Par M. Paul Wiernsberger a Lyon. 


1. Polygones requliers supplementaires. 

La somme des angles (interieurs) d’un polygone regulier de n cötes 
etant (n— 2a), j’appelle rn Tordre de ce polygone et a son espece. Poinsot 
a montre qu'il y a autant de polygones d’ordre n et d’especes differentes 
qwil ya d’unites dans la moitie de Tindicateur p(n) de Ventier n. Dans 
la suite j’aurai & considerer le rapport = ı de l’espece d’un polygone regulier 
A son ordre; pour abreger je me permets de lui donner le nom d'indice du 
polygone; c’est une fraction irr&ductible 22. 

Je dirai que deux polygones P,,. et P,,, „. sont supplementavres si leurs 
indices i=- et "-, satisfont & la relation 


ne Se 
(2) ı+i=z. 

Les polygones d’ordre doublement pair n=4u peuvent seuls £tre 
suppl&mentaires de polygones de m&me ordre; leurs especes sont alors 
a et 2u —a (a premier avec u et < ur). Le carre est lui-m&me son polygone 
supplementaire. Pour une valeur donnee de «>1, il y a autant de couples 
de polygones suppl&mentaires d’ordre 4u que de nombres impairs inferieurs 
a u et premiers avec u. 

Deux polygones d’ordres differents ne peuvent &tre suppl&mentaires 
que si l’ordre de Yun est impair, l’ordre de l’autre &tant double de celui du 
premier, et si l’esp&ce du second augmentee du double de l’espe&ce du premier 
est egale A l’ordre du premier. Les indices de ces polygones sont alors 
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BR, ?* j . ; n—1 , 
et a (n impair; a premier avee n et <-, )- Pour un ordre donne 
n>3, il y a autant de couples de polygones suppl&mentaires d’ordres 


n et 2n quil ya de polygones d’ordre n c’est-a-dire "y (n). 


2. Difference des carres des cötes de deux polygones supplementaires 
de meme rayon. 


Soient Ü,,, et C,,. les cötes de deux polygones suppl&mentaires, de 


Br 


ravon 1,(m<Zn). En tenant compte de la relation (1.) qui lie leurs indices 


m, n 


y‘ Do . 7T N . TT N 
(?,—(} =4sin: G-20)=-4 sin (2a —2). 
’ n Z 2 


l ‚ 
5 et, a etant 


n &tant > m, ne peut @tre impair. S’il est simplement pair, ın 


. n . . . 
premier avec n, +(5 —2u) l’est aussi. Done pour n simplement pair 


’ 1 
+20,._,, Sl u T 
‘2 BR 2 
( au Fr | 
A ie u. 
L | 4 





r . n m 
Si n est doublement pair, m=n et on peut supposer a<z. Bin=m=0 


N 


P 7 . 
(mod. 8), 5 et, —a sont premiers entre eux, done 


E 1 . 
Siin=m=4 (mod. 8), z et, (z - a) sont premiers entre eux et 


) 


a)8 23 


u. N Y 
2 sin”(2«—5)= Cr n 4 


a 


a l . 1 
Done (avec 4,8312 <zet -,8l- >j) 


zı tie 

Y “ P. , 

Bir. = ti, (mod. 8). 

2 Cn 1 /n =—=4 
st oe 

\ . ( ) 


86, + n ) si = m)! 








Ces formules se verifient facilement par des considerations g&ometriques. 
En les combinant avec 


2 2 
( m,b + u. 4, 
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on trouve les resultats suivants oü les u + correspondent au cas ol 


er 1 1 . 
Vindice - est >, et les signes — au cas ou, —< 


. 
(A.) n=1 (mod. 2), G.=23 30... 
(B.) n=2 (mod. 4), 0.,.=2+L[,,+ (20-3); 
(C.) n=4(mod.8), (n.=2+Ü(2 41(._2); 
(D.) n=( (mod. 8), 6.2 +08 +(0-: 


Ces quatre formules permettent de ramener le ealeul du cöte d’un 
polvgone regulier d’espece quelconque au cas oü l’ordre n est simplement 
pair, sauf si » est une puissance de 2 et, dans ce dernier cas, on est rament 
au cöte du carre. 


3. Eaxpressions, au moyen de radıcauw superposes, des cötes des 
polygones reguliers, de rayon 1, dont Tordre est une puissance de 2. 

La formule (D.) permet de caleuler le cöte d’un polygone regulier, 
de rayon 1, et d’ordre 2°, en fonction du cöte d’un polygone de m&me 
rayon, d’ordre 2"; celui-ci en fonction du eöte d’un polygone d’ordre 2’ 
et ainsi de suite. On obtient alors une suite de radicaux carr&es superposes; 
par exemple: 


ZiTE 


u Bla Pape nn er). 


Reeiproquement toute expression de cette forme mesure le cöte d’un polygone 
regulier, de rayon 1, dont l’ordre est une puissance de 2 et dont l’espece se 
determine facilement d’apres la nature et l’ordre des signes. 


( "256, „—=2sin 


4. Convergence des expressions R. 


Supposons qu’une expression /? renferme pg signes se reproduisant 
periodiquement de qg en q. Le polygone qui lui correspond est d’ordre 
2”: et son indice «, satisfait A la relation 


1 nn “ ar 
A — Rp Eike 6)? -[8,2°71 + 8,8, 2° +++ &8...8,], 


e, designant le nombre +1 ou —1 suivant que le u signe de la periode 


est +ou—. Il suit de lA que, pour p=&, «, tend vers une limite quiil 
atteint par valeurs ceroissantes ou decroissantes, si le nombre des signes 
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— de la periode est pair, ou par valeurs oscillantes, si le nombre en est 
| 


impair. Cette limite, dont «, est d’ailleurs une valeur approchee A DIER. 


pres, est une fraction = et egale A 


= 


za1 re 22748 8,20 +ecHh E82... &-—1 
2(22 —E, &,...€,) 


La fraction irreduetible ?, qui lui est &gale, a pour denominateur un nombre 


simplement pair et le eöte x du polygone regulier, de rayon 1 et d’indice ı 
satisfait A la relation 


= ) 2+e, Vo +8 ] 2 + ++e_, Y2 +8,20. 
Il en r&sulte que toute expression de la forme proposee, indefiniment prolongee 
est convergente et represente le cöt&e d’un polygone regulier de rayon 1 et 
d’ordre simplement pair. 


D. Expressions, au MOYEeNR de radıcanz SUperposes, des cötes des polygones 
requliers, de rayon 1, dont lordre est simplement paır. 

La formule (B.) fournit, pour une valeur simplement paire de n, 
autant d’Egalites quwil y a d’especes differentes de polygones d’ordre ». En 
partant d’un cöte C,. on retombe sur le m@me au bout de . p(n) egalites 
au plus. Si au lieu d’arröter le caleul lorsque le cycle se ferme, on le 
continue indefiniment, on trouve des expressions periodiques comme celles 
dont on a montre la convergence dans len’. pr&c&dent et qui mesurent, par 
consequent, les cötes Ü,, des polygones d’ou on est parti. Par exemple: 


Ä so _ Vo Von | 
er Var - =D, ou, =Pe---H. 


Les polygones de 14 eötes forment un seul cycle; ceux de 34 eötes 
en forment deux. 

Si. l’ordre n est donne, le nombre des signes de la periode est 
»P(n) ou l’un de ses diviseurs. 

Si la periode des g signes est donnee, l’ordre n est &gal a 2(2° +1), 
si ce nombre n’a aucun diviseur commun avec 


2k—1 = 211 8,22’ 288 2 Het iin. &—1) 


. 2 (2° Er RER, ' 
sınon ce’est ( Um etant le plus grand diviseur communa24—leta2(2’+1). 
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q sobtient en cherchant le plus petit multiple de 5 qui soit de la 
forme 2°’ +1; suivant que ce multiple est 2?—1 ou 2?+1, ilya un nombre 


pair ou impair de signes — dans chaque periode. Le nombre des ceyeles 
1 
> y(n) 

u 


6. Expressions, au moyen de radıcaux superposes, des cötes des polygones 
reguliers, de rayon 1, dont lordre est impair ou doublement pair. 


Par l’application, aux formules (A.) et (C.), de raisonnements analogues 
aux preceedents, on parvient aux r&sultats suivants: Le cöte de tout polygone 
regulier, de rayon 1, dont l’ordre est impair, a pour expression une suite 
indefinie de radicaux carr&es superposes portant sur le nombre 2 et s&pares 
par les signes +0u— groupes periodiquement, & partir du 2°. Si l’ordre 
est =(0) (mod. 4), sans etre une puissance de 2, on obtient une expression 
analogue olı l’avant-periode, au lieu de comporter un seul signe, en a autant 
quwil y a d’unites dans l’exposant de la plus haute puissance de 2 qui divise n. 
Reeiproquement une semblable suite est eonvergente et mesure le eöte 
d’un polygone regulier, de rayon 1, dont l’ordre est impair ou=( (mod. 4), 
suivant que l’avant-periode a un ou plusieurs signes, et dont l’espece se 
determine facilement d’apres la nature et l’ordre des signes. 


7. Applications a la recherche de quelgues limites. 
D’apres ce qui precede il est facile d’eerire les formules 
Caa=R- +44), 

Un; —R(-— +t..4 —), 





(2.) Ca; =R(- ++ +-—), 
na=R(— ++ +—+), etc: ... 
(h pair) Cala )=R-—); 


a 
Cyan an-1_3=R(+ > ..+—), 
(3.) | Ga m=Rlt 4. +), 
Opa =RH++-+—+), etc. ... 
(h impair) Un dam ,)=R(-— du —). 
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De (2.) et (3.) on deduit: 
im IRH++--+H)}=2, lim jR(—— + —)!=1. 


I 
Ces formules montrent aussi que si on eonsidere comme valeurs successives 
d’une m&me expression celles qui, pour des valeurs eroissantes de /, oeeupent 
le m@me rang, la limite de cette expression est zero, si on eompte le rang 
a partir du haut, et Y2, si on compte A partir du bas, dans le tableau (2.): 
la limite est 2, si on compte a partir du haut, et Y2, si on compte A partir 
du bas, dans le tableau (3.). Par exemple: 





R(-++-—), R—+++-), R(—+++ HF), est zero: 
er) Bn—+-+), 
limite a4 t+—+- est V2 
des R+——), R+-+-), (+++), 

R+--), Ra+--), RA+++=-), 

| ER TR RR u 3 


« 


l,es formules (2.) et (3.) conduisent aussi a l’egalit@ suivante: 


lim 2°” Aarı nd, 


he=% 


ou Aarı designe l’expression qui dans les tableaux (2.) et (3.), lus successive- 


> 


er “)e d - 1 
ment, le 1° de haut en bas, le 2° de bas en haut, oceupe le rang _ , 


quel que soit A. On peut encore &erire cette formule: 
lim | 2"=1. R(sene, Sene, +++ sen &,_.) 
el LE MI LEE, 2 the HE, en 
les e etant choisis de maniere que le denominateur conserve une valeur 
constante. 


De la formule (5. Usa 30-1 _ 
Te a 


= (za-1,,, out a<2°", on deduit, pour 


L 


Y Y Y Y p) 
( ah a Uri ga _ u. ( 2k+2 aA+1l_, a 2 ah—1 —A =( IR oa 


et en faisant eroitre Ah indefiniment, Ä conservant une valeur fixe. 


7 


a # km LO,R+1 .R_ 


Ik—1 i 5) ; 
#2 sn, ik a IR. 
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Si dans cette formule on remplace les (,.,, par des expressions #}, 
on obtient, pour chaque valeur de «, des formules &quivalentes quel que 
soit 4. Pour «=1 on a une formule connue, due ä (etalan. Les autres 
‚aleurs de @«, en donnent des generalisations interessantes, par exemple 
pour a =3: 


: 74 2.4 2 - | 
= — Mm; u — u 
in, V2+V2—v2 V2+V2+ V2—V2 


8. Relations metriques entre les cötes des polygones qui appartiennent 
a un meme cycle. 

Les differentes especes des polygones reguliers d’un ordre donne », 
simplement pair se rangent en un ou plusieurs cyeles. Soient @,,--a, les 
especes appartenant A un m&eme cycle et (/,---(, les longueurs des cötes 
correspondants, en supposant le rayon=1. Ona 


DA 
Si le eycle ecomprend un nombre pair A"=29g d’especes, on a de plus 
(& ( +8,41 ( BRRN (& ( s+ & 42 743) yRg (£,( + tl 1) re 1 ’ 
. : 0) i j re 
ou &, est egal a+1l ou a —1 suivant que a, est > ou <A 2 
Enfin en posant n —=2p, en designant par (',,„ le cöte du polygone 
d’ordre v et d’espece » et par (v, ") le plus grand diviseur commun ä v etär: 


= $,( 5 #» 


2p, ag. g+1 A 2p ee %* 2p N 


nn. ® { b IR | 
x ps 7 Sig 


(p. w)? (pvp. w) (p,r) '(p,n) 


avet O0 = ,+ 0 = P et n=&8,P—4,+ Rn 


Y. Les (yeles et la theorve des indıices de (rauss. 

Les cycles dont nous venons de parler font penser aux perrodes 
imagindes par (rauss, dans ses Disgusitiones arithmeticae, pour la resolution 
de l’equation binöme. Mais l’existence des eyeles dans le cas seulement, 
ol il s’agit de partager la eireonference en un nombre simplement pair 2) 
de parties egales et, au contraire, l’entiere generalite des methodes de (raıss, 
ne permettent pas de pousser la comparaison bien loin. Il est cependant 
possible d’apercevoir certaines analogies dans le cas ol p est premier. 

Soient «, une des especes appartenant a un eycle /' relatif A l’ordre 
2p (p premier), ’, lenombre <p—1let=ind. «, (mod. p—1), enfin y le plus 





= 
= 


A 
er 
FA 
er} 
a 
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. . x I— | x . 4 0 . 
grand diviseur commun a 5 et & ind. 2. Choisissons dans la suite 


— 


0 


les nombres =’, (mod. 7) que nous designerons par 4, 1. are lu, (YY =pM). 
Representons enfin par 


(N.) Na Ni, Nr... Nu-ı 


‘ 


les restes positifs (mod. p) des nombres dont les indices (mod. »— 1) sont 
“ fe, ... lm. 

Toutes les especes du evele /' font partie de la suite (N.). Reei- 
proquement tout nombre impair de la suite (N.) est egal a l’une des especes 
du eyele 7. Dans la theorie de (Gauss, les nombres (N.) sont preeisement 
les exposants des puissances auxquelles il faut @elever une raecine primitive 
de l’equation binöme pour obtenir toutes les racines formant une periode A 
y' termes. 

y est le nombre des eyeles; on en conelut que le plus petit entier 


‘ 
positif A qui verifie l’une ou l’autre des congruences 2’ +1=(0 (mod. p) est 
BR} ‚2. 
h E I) 
27 


10. Noureaux dereloppements infınıs pour lı sınus et lı COSINUS. 


SI 0<2<_1l, on peut toujours mettre le nombre x sous la forme 
d’une serie absolument convergente: 


1 1 1 Br 
‘= .) + hast 1, tr + Mn-ı9) . 2... ,.1= ® 


Ce developpement est unique, ä moins que x soit une fraetion irreduetible 
dont le denominateur est une puissance de 2; alors il y a deux developpements 
differents. Les signes se reproduisent periodiquement, A partir du premier, 
si x est une fraetion irreduetible dont le denominateur est impair: ils ne 
se reproduisent periodiquement qu’apres un certain rang si ce denominateur 
est pair. Enfin il n’a y aucune pe£riodieite si = est incommensurable. On 
peut d’ailleurs determiner les signes en remarquant que 


ir 


est egal a +1 
| 


.) 


ou a —1 selon que le numerateur de la valeur approchee de x, ä& „, pres 
par defaut, est impair ou pair. Il est facile aussi d’etablir une certaine 
corr&lation entre ces developpements et le systeme binaire de num&ration. 

le nombre x etant defini par la serie pr&cedente, on a, en posant 


1WZ&a&..8% (h=1,2,3,...): 
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on la 

sin :=5|24+4.} 2+.- +82 ++) 
7% 1 Ä me 

6085 :=\Vg_. A rye Ya +... 

. l ı/ ’ 

sinme=,12_,/ 24.4, V2+-- 


1 Ber | 
cBnı=—, 83/2 +8/ 2+..48V2+---- 


Ces developpements sont uniques pour toutes les valeurs de © qui ne sont 
pas des fractions irr&duetibles ayant pour d@nominateur une puissance de 2 


# 
Bei 
' 
en 
2x 
B 
R2 
* 











Die Abelschen Funktionen von drei Variabeln. 


Von Herrn Hermann Stahl in Tübingen. 


Die Theorie der Abelsechen Funktionen von drei Variabeln hat ver- 
schiedene Bearbeitungen erfahren. Eine erste, begonnen von /tiemann,“) 
fortgeführt von Herrn Weber,”*) geht aus von der allgemeinen Kurve vierten 
Grades vom Geschlecht 3 (oder von einer Anzahl sie bestimmender Doppel- 
tangenten) und gelangt auf dem von Atremann angegebenen Wege zur Lösung 
des Umkehrproblems durch die T'hetafunktionen. Eine zweite von Herrn 
Schottky*”") nimmt den umgekehrten Weg; sie geht aus von den Theta- 
relationen und gelangt von ihnen zu den algebraischen Differentialgleichungen 
des Umkehrproblems.7) Es ist von Interesse, daß die Schottkysche Unter- 
suchung nicht auf eine Kurve 4. Grades, sondern auf eine Kurve 6. Grädes 
mit 7 Doppelpunkten führt, und es zeigt sich, daß in der Tat die letztere 
vor der ersteren als Grundkurve vom Geschlecht 3 manchen Vorzug hat: 
sie führt in durchaus rationaler Weise einfacher und leichter zu den alge- 
braischen Bildungen, die zur Lösung des Umkehrproblems nötig sind. Auch 


*) Riemann, Ges. W., 1. A., Leipzig 1876, S. 456 ff. und Nachträge, herausgegeben 
von M. Noether und W. Wirtinger, Leipzig 1902, S. 13 und S. 30. 

**) H. Weber, Theorie der Abelschen Funktionen vom Geschlecht 3. Berlin 1876. 
/itiert A. F.). 

“**) Schottky, Abriß einer Theorie der Abelschen Funktionen von drei Variabeln. 
Leipzig 1880 (Zitiert A. F.). Acta math. Bd. 27, 1903, S. 235-288 (Zitiert A. M.). 
Monatsberichte der Berliner Akademie 1903. S. 978—986 und $. 1022—1033. 1904. 
S. 456—488 (Zitiert B. M.). 

7) Eine dritte Bearbeitung von Herrn Wirtinger (Untersuchungen über Abelsche 
Funktionen vom Geschlecht 3, Math. Ann. Bd. 40, 8. 261—312, 1891) steckt sich andere 
/iele als die beiden ersten Behandlungen. 
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für höheres Geschlecht geben die T'hetarelationen den besten Anhalt für die 
Gewinnung der geeignetsten algebraischen Grundkurven. 

Die Untersuchungen Schottkys über die Adelschen Funktionen vom 
Geschlecht 3 sind mit großem Scharfsinn durchgeführt, aber nicht ganz 
leicht zu lesen. In dem Wunsche, ihr Verständnis zu erleichtern, gebe ic)ı 
im folgenden von der 'I’'heorie Schottkys eine neue Darstellung, indem ich 
die von ihm gewonnenen algebraischen Resultate zum Ausgangspunkt nehme 
und auf dem /tremannschen Wege*) die Lösung des Umkehrproblems erreiche. 
Zur Vergleichung sind Schottkys Bezeichnungen im wesentlichen beibehalten 
und Zitate auf seine Arbeiten gegeben. Im einzelnen ist der Gang folgender: 

Der erste, algebrarsche Teil geht aus von 7 ungeraden Perioden- 
Charakteristiken (kurz P. Ch.), die ein Fundamentalsystem (kurz F. S.) von 
P.Ch. bilden, aus denen sich also auf kanonische Weise die 21 weiteren 
ungeraden und die 36 geraden P. Ch. des Falles p=3 ergeben. Den 7 P. Ch. 
des F. S. werden 7 beliebige Punkte der Ebene zugeordnet. Diese führen 
in synthetischem Aufbau zu einer Reihe von geometrischen Gebilden, nämlich 
zu 21 geraden Linien #=0 durch je zwei und zu 21 Kegelschnitten @ — 0 
durch je fünf der sieben Punkte. Ferner zu einem System von 28 Kurven 
dritten Grades //=0, von denen jede durch die 7 Grundpunkte hindurch- 
geht und zwei Doppelpunkte hat; endlich zu einer Kurve = 0 vom 6. Grade, 
die in jedem der 7 Grundpunkte einen Doppelpunkt hat und außerdem durch 
die Doppelpunkte der 28 // hindurchgeht. Betrachtet man nun die Gleichung 
l,=-0(n=6;r=1T;p=3) als die algebraische Grundgleichung für die Theorie 
der Abelsehen Funktionen vom Geschlecht 3, so hat man in den Y// 
28 Wurzelfunktionen erster Ordnung, von denen die 7 ersten dem F. S. der 
7 ungeraden P. Ch. zugeordnet sind und ein besonderes, gleichmäßiges Ver- 
halten gegenüber den 7 Doppelpunkten von Z=0 zeigen, während die 21 
übrigen Y// sich den übrigen ungeraden P. Ch. zuordnen und unter sich 
gleichmäßig gebildet sind. Es werden dann mit Hilfe der 7 Doppelpunkte 
und eines weiteren Punktes $ (bei Schottky x”) von L=0 36 Funktionen A 
gebildet und aus ihnen und den Y// weitere Wurzelfunktionen höherer Ord- 
nung, die sich mittels der kanonischen Darstellung aller P. Ch. durch das 
gewählte F.S. den 36 geraden P. Ch. zuordnen. 


*) Vergl. hierzu meine „Theorie der Abelschen Funktionen“, Leipzig 1896 (Zitiert 
St. A. F.) und „Bemerkungen zur Theorie der Abelschen Funktionen“, (Note 1—6) Archiv 
d. Math. u. Physik III. Reihe Bd. VIf. 1902 ff. (Zitiert St. Noten). 


® 
Ex 
F; 
G 
% 
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Der zweite, transzendente Teil enthält die Lösung des Umkehr- 
problems. Indem man die früher benutzten P. Ch. zu der T'heta-Charak- 
teristik (kurz T. Ch.) [0] addiert, erhält man die Zuordnung der 28 Wurzel- 
funktionen erster Ordnung Y// zu den ungeraden T’hetafunktionen und der 
36 Wurzelfunktionen höherer Ordnung zu den geraden Thetafunktionen. 
Dies führt zur Darstellung von 'I'hetaquotienten, deren Argumente einfache 
Integrale erster Gattung ((«”*)) sind, durch algebraische Funktionen von « 
und &. Aus ihr ergibt sich in bekannter Weise nach /tiemann oder Herrn 
Weber die Darstellung von '"T'hetaquotienten, deren Argumente viergliedrige 
Integralsummen sind, durch algebraische und symmetrische Funktionen der 
oberen Grenzen dieser Integralsummen und damit die Lösung des Umkehr- 
problems. Den Schluß bilden die zur vollständigen Lösung nötigen Kon- 
stantenbestimmungen, wobei die einfachsten T'hetarelationen des Falles »= 3 
hinzugezogen werden. 


I. Teil. Algebrasche Untersuchungen. 
$1. Die sieben Grundpunkte. Drei- und sechsgliedrige 
Determinanten.”) 


Wir gehen aus (vgl. St. A. F.$ 39 oder Note 6) von einem F. S. von 
sieben ungeraden P. Ch. mit der Summe (0), die wir bezeichnen mit 


(1.) («), (9), 0), 0), 2), A), Ca), 
wobei 
(1°.) (aPydzku)=0. 
Es ist 
a, 0,0, 
(2) VE) 


wo die sechs Zahlen «;,«; mod 2 zu nehmen sind. Es ist ferner 
3 } 
(3.) aim gan —i (mod 2), 
1 


und das Entsprechende gilt von allen sieben P. Ch., womit gesagt ist, daß 
die sieben P. Ch. ungerade sind. Es ist endlich für je zwei der sieben 
P. Ch. der Ausdruck 


*) Schottky, A. F.S. 19, 24, 29, 36, 51. 
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(4.) le,P| = 2 (0; P;+P;e)==1 (mod 2), 


womit gesagt ist, daß die 7 P.Ch. ein F. S. bilden mit der Summe (0) 
(mod 2). 

Durch die 7 P.Ch. des F.S. stellen sich alle 64 P. Ch. dar in kano- 
nıscher Form, nämlich die 28 ungeraden P.Ch. durch die ein- und zwei- 
gliedrigen Kombinationen 


(3.) (e),(P),-- . (u); ( )), (07 )ye . (Au) 


und die 36 geraden P. Ch. durch die (0) und durch die dreigliedrigen Kom- 
binationen 


(6.) (ey), (eB),...(zAu). 
Setzt man 
7) eß=:uß und Ble=&ß.e,, 


so ist «|? + /Ple=1 und folglich 
(8.) (— 1)’ = — (- 1)” (-1)"=—1 


d.h. (— 1)*” ändert bei der Vertauschung von «@ und ? sein Zeichen oder ist 
ein alterneerender Faktor für die Indizes @ und #. Um Faktoren zu bilden, 
die für mehrere Indizes gleichzeitig alternierend sind, sei 





(9.) el?y=e|ß+ely und ePly=ely+Pply. 
Dann ist z.B. 
(10.) (— 1)° Ard+älrd+r u (— 1)1°#7?) 


ein für die 4 Indizes «,,y, 0 alternierender Faktor. 
Wir ordnen nun den 7 P. Ch. («), (?),... (w) in einer Ebene beliebig 
? Grundpunkte «,/,... « zu mit den homogenen Koordinaten 


(11.) (a,,b a, Ca); (az, 6 I33 Ca) +. (a, 6 u C,) 


und mit der Bedingung, daß nicht drei dieser Punkte auf einer Geraden und 
nicht sechs auf einem Kegelschnitt liegen. 

Die 21 Größen (11.) können auf 3p—3=6 reduziert werden. Denn 
von je drei Größen (a,, b,,c,) kann stets eine willkürlich gewählt werden. 
Von den übrigen 14 Größen können noch 8 willkürlich angenommen werden, 
da nichts Wesentliches geändert wird, wenn man die homogenen Punkt- 
koordinaten (x, y,2) der Ebene einer homogenen linearen Transformation 





» 
Sn 
Ber 
“ 
4 
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unterwirf. Wir behalten indes der Symmetrie halber die 21 Größen (11.) 
bei; sie werden als die Alassenmoduln des Falles p=3 angesehen und durch 
sie werden alle übrigen Konstanten der Theorie ausgedrückt. 

Die 7 Punkte (11.) geben in natürlicher Weise zu einer Anzahl von 
Determinantenbeldungen Anlaß, die an sich alternierende Funktionen der in 
ihnen auftretenden Indizes «, ?,... « sind, aber durch alternierende Faktoren 
in symmetrische Funktionen der Indizes verwandelt werden können. 

Wir bilden erstens dreigliedrige Determinanten aus den Koordinaten 
von irgend drei der Punkte (11.), etwa «,P,y. und durch Zusatz eines für 
«,P,y alternierenden Faktors den für @,,y symmetrischen Ausdruck 


'a,b,e 


OÖ. 


(12.) ap =(- 1)1°#7 a; 64.6; 


I 


| dl, ' C 
/ 


/ r 


/wischen Ausdrücken dieser Form bestehen einfache Beziehungen, nämlich, 
wie man entweder direkt oder auch aus den späteren Gleichungen (3.) 
$ 2 beweist, 

(13,) Be Vu AN ART) 


a,P,Y 


Wir bilden zweitens sechsgliedrige Determinanten aus den Koordinaten 
von 6 der Punkte (11.) und aus ihnen durch Zusatz eines entsprechenden 
Faktors Ausdrücke, die für die 6 Indizes symmetrisch sind; so z. B. in leicht 
verständlicher Abkürzung aus den 6 ersten Punkten den Ausdruck 


PEREER Ä 
(14.) Ju=(- 11er rl [ar Bee u ©, DL], 


(a=a,f,y,0,x,)}) 
wo von der sechsgliedrigen Determinante nur die erste auf « bezügliche 
heihe angeschrieben ist. Zwischen den Ausdrücken (12.) und (14.) bestehen 
wieder einfache Beziehungen. Zunächst ist 


lza5 Fa Frag Faro 
zen IPRL, Tray 185 
Denn setzt man für die / die obigen Werte (12.) ein, so verwandelt sich 
die Determinante (15.) in eine homogene Funktion zweiten Grades der 
6 Wertsysteme (a,, b,, €) +. (43, Dr, ©), die verschwindet, wenn man («,, b, 
gleich einem der 5 anderen Wertsysteme setzt. Sie ist daher gleich einer 


(15.) Ju = — 1)* A+alö+fly 


Ca) 














Be: 

S F « 
= 
BR 
4 

% 
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Determinante von der Form (14.) und die Vergleichung zweier entsprechenden 
Glieder gibt den alternierenden Faktor in (15.). 

Es gilt ferner die Formel, wie man entweder direkt oder einfacher 
aus der späteren Gleichung (12.) $ 2 beweist, 


(16.) „a, reg, farı fans) =0- 

Setzt man 
(17.) = (— um, 3=(— Ly“, 2 =(— 1)“ 5 
18) mgefufn Mm=gihunhr Megan 


so läßt sich (16.) schreiben 


(19.) em, +3 m, +&m,=0. 


$2. Die Funktionen 1. und 2. Grades F und @.*) 


Wir betrachten ferner gewisse durch die 7 Grundpunkte definierte 
homogene Ausdrücke in (x, y, 2), die, gleich Null gesetzt, Kurven darstellen. 
Um die zwischen diesen Kurven bestehenden Beziehungen zu verfolgen, 
benutzen wir einen bekannten Hilfssatz. Eine homogene Funktion n-ten 
Grades in (x,y,z) enthält, wenn sie keiner Bedingung unterworfen ist, 


Mm— - (n+1)(n +2) lineare homogene Koeffizienten; wenn sie / Bedingungen 
unterworfen ist, also noch m--/ soleher Koeffizienten. Daher: 


Hılfssatz. Hat man eine Anzahl homogener Funktionen n-ten Grades 
in (z, y,2), die denselben / Bedingungen unterworfen sind, so besteht zwischen 
je m— {+1 solehen Funktionen eine lineare homogene Gleichung. 

Die Bedingung, daß eine Kurve durch einen gegebenen Punkt hin- 
durchgeht, zählt für eine, daß sie in einem gegebenen Punkt einen Doppel- 
punkt hat, für drei Bedingungen zwischen den Koeffizienten usw. 

Durch die 7 Grundpunkte «, ß,...A sind nun zuerst 2/ Aurven ersten 
(rrades definiert, nämlich durch je zwei Punkte eine gerade Linie. Setzt man 


| y2 
(1.) Fa = Fa @&; y, = (- 1° | u.n0,, 


| Ag b; Gz 





*) Schottky, A. F. 8. 47—52. 
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so ist F,,=0 die Gerade durch die zwei Punkte «, ß. Der Ausdruck (1.) 
ist symmetrisch in « und /, ferner —0' in den Punkten @ und /; für den 
Punkt y ist 

(2.) Fus (a, b,,6)=(— 1) fapy- 


Zwischen den 21 Funktionen (1.) bestehen /dentitäten 1. und 2. Grades. 
Zunächst sind F,,, Fz,, F,, drei Funktionen ersten Grades in (x, y, 2), 
die in demselben Punkte x TEEN Zwischen ihnen besteht also 
nach dem obigen Hilfssatze eine lineare homogene Gleichung (n—= 1, m=3, 
/=1, also m—-/!+1=3). Ferner sind F,;F,,, FF, Fa, F,, drei Funk- 
tionen zweiten Grades in (x,y,2), die in denselben 4 Punkten «,/,y, 
verschwinden. Daher besteht auch zwischen ihnen eine lineare homogene 
Gleichung (r=2, m=6, /=4, m—I!+1=3). Wir schreiben solche Rela- 
tionen mit unbestimmten Koeffizienten an und bestimmen die Koeffizienten, 
indem wir (x,y,2) durch die Koordinaten von geeigneten Grundpunkten 


ersetzen. Man erhält so 


Gr „2 [eV fmmFal=0, 


wobei sich die Koeffizienten unmittelbar durch Einsetzen der Punkte «, ,y 
ergeben. Aus (3.) folgt wieder (13.)$ 1, indem man (x, Yy, 2)=(a,, b,,c,) 
setzt. Man erhält ferner 


(4) 3 [-Dre rn, Rg=0, 


4 


wobei sich die unbestimmten Koeffizienten durch Einsetzen von A und Ver- 
gleichen mit (13.) $ 1 bestimmen. Ähnlich ergibt sich die Formel 


(5.) [- D7%e 9, fazı Pau) = 0; 


@, - Y» Öö 
wobei sich die Koeffizienten durch Eintragen von «,/?,y,0d und Vergleichen 
mit (16.) $ 1, und die Formel 


(6.) (— 1)”, Fi .. - (- 1yr.} n iR fs; u Tamı Fi 271 F Ay 


a r 
wobei sich die Koeffizienten durch Einsetzen von «,/,y und Vergleichen 
mit (15.) $ 1 ergeben. 
Durch die 7 Grundpunkte sind ferner 2/ Kurven 2. Grades definiert, 
nämlich durch je 5 Punkte ein er. Setzt man 


x° 
| ’y2 Z%E LY 
7. MAT ER | taßrde) | | 
( ) 9 UPRE ( ) | Pie % C, c„a a,b, 


Cz [74 [74 
er 


L) 
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so ist @,,=0 ein Kegelschnitt durch die fünf Punkte @,ß,y,d,x2. Der 
Ausdruck (7.) ist symmetrisch für die Indizes «, ß,y,‘,x einerseits und 
4, «u andererseits; ferner ist 


(— 1A er 
(8) len ee 
I Iy 

en kann nun @,, auch darstellen durch die Funktionen F. Da nämlich 

al Far fs gleichzeitig in «, ,y,d verschwinden, so besteht 

ri diesen drei Funktionen eine lineare homogene Gleichung. Die 

Koeffizienten bestimmen sich dadurch, daß @,, auch in 2 verschwindet und 

in den Punkten A und « die Werte (8.) annimmt. Man erhält so für @ 
die Darstellung 


(9.) I; 9.6 T iu = (— 1)° u 


AM 
‘ 


y a 
»| Trap xy0 F us i yo . 
be «58 FR ‚Fosl 


Zwischen den Funktionen F und @ bestehen noch weitere Identitäten. Da 
die 6 Ausdrücke zweiten Grades in (x, y, 2) 


Y n 7! Y 
G GG, 6 2 Per FF, DE A „Fan, F F, 


”1) Aa Ö Pr 


gleichzeitig in den 4 Punkten «, ,y,0d verschwinden, so besteht zwischen 
je dreien eine lineare homogene Gleichung. Setzt man solche Gleichungen 
mit unbestimmten Koeffizienten an und bestimmt diese durch Eintragen der 
Grundpunkte 2,4, u, so erhält man die Relationen 


(10) „2,1 Dr @,]=0, 


(1 1.) F,s F;, = (— 1)‘ r [9 fası Tarı (1, E% Ju adu Faru G,,) ® 


Da ferner die drei Ausdrücke dritten Grades in (x, y, 2) F„@., F 0, Fa0,;: 
gleichzeitig — 0" sind in den fünf Punkten «, 9, y,d, «u und =0? in x, so hat 
man hier n=3; m=10; !=5+3, m—!+1=3, d.h. es besteht zwischen 
den drei Funktionen eine lineare homogene Gleichung. Man findet mit 


Hilfe von (9.) 
(12.) = [ED ga Faaı Far Far) = 0 


und hieraus, indem man (2@,y,2)=(a,, b,,c,) setzt, die Formel (16.) $1, 
womit diese nachträglich bewiesen ist. Setzt man 
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Fx Gar Far @ 2 F. GG. 
M=7 M,= men y en 
(13.) m 2, MM, 
und benutzt die Bezeichnungen (17.) und (18.) $ 1, so läßt sich (12.) schreiben 
(14.) &£,Mm, M, + & IN; M, + €, m, M, = 0, 


$3. Die Funktionen 3. Grades // und X, },Z. 


Wir definieren drittens 28 Funktionen 3. Grades H in (x, y, 2), die 
ebenfalls in enger Beziehung zu den 7 Grundpunkten stehen. Zunächst 
seien 2/ Funktionen H mit doppeltem Index bestimmt durch die Gleichungen 


(1.) M,; ” Fa (Tr 


Die Funktion H,, ist vom 3. Grade in («,y,2), =0' in den 7 Punkten 
a,,y,0,%,%, u, da F,, in den zwei ersten, @,; in den fünf letzten Punkten 
verschwindet, und = 0° in jedem der beiden Schnittpunkte der Kurven /,;—0 
und @,;=0. Diese Punkte seien mit p,; und q,; bezeichnet. 

Ferner definieren wir 7 Funktionen H mit einfachem Index H,,H,;,... 1],. 
ls sei //, vom 3. Grade in (x, y, 2), gleich 0! in den 6 Punkten «, ?,y, 0,2, 
und =0? in z, oder es sei 4,=0 eine Kurve 3. Grades, die durch die 6 
erstgenannten Punkte einfach hindurchgeht und in z einen Doppelpunkt hat. 
Man erhält hiernach //,=0 in Determinantenform, indem man eine homogene 
Gleichung 3. Grades //(x, y, 2)=0 mit unbestimmten Koeffizienten anschreibt, 
mit ihr die 6 Gleichungen //(a,, b,,c)=0 (t=«,/P,y,d,A, u) und die drei 
Gleichungen Z’(@)=0, H'(y)=0, H'(z)=0, gebildet für (x, y,2)= (a,,b,,c,), 
verbindet und aus diesen 10 Gleichungen die Koeffizienten von // eliminiert. 
Die Determinante ist alternierend für @,,y,0d,4, u und kann durch Zusatz 
des alternierenden Faktors (— 1)\°”#“) symmetrisch in den 6 Indizes ge- 
macht werden. 

Wir stellen 7, sogleich durch die Funktionen F und @ dar. Die drei 
Funktionen 7],, Fu @., F@za sind gleichzeitig =0' in «,P,y,0,1u und 
=0" inz. Dahier n=3, m=10; !=8; m—!+1=3, so besteht zwischen 
den drei Funktionen eine lineare, homogene Gleichung. Berücksichtigt man, 
daß /Z, noch in A verschwindet, so bleibt nur noch ein Faktor von /Z, 
unbestimmt; wir setzen 


(2.) (— 1)°'? 9, 95 Ju Feb H, u Tara Fix Ga Er Fanı FF. (7, . 


*) Schottky, A. F. 8. 52—54, 60, 61, 65, 66. 
Journal für Mathematik Bd. 130. Heft 3. 


u 
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Die so definierte Funktion //, ist symmetrisch für die 6 Indizes @, P,y, d,A, u. 
Zunächst nämlich ist nach (2.) 77, symmetrisch einerseits für 7, ld‘, «, anderer- 
seits für «,?. Man sieht ferner, daß der Wert von Ä, auch ungeändert 
bleibt, wenn man « mit y vertauscht. Denn aus den Gleichungen (19.) 
$1 und (14.) $ 2, nämlich 

EM, + E3m;+ 8,m,—=0, &,m, M,+8;m; M;+s,m, M, = 0 
folgt 

(— 1” (M,— M,)= (— 1)” = (M,— M,) 

und daraus 


(2*,) H,= (- 1)" Faxı fürı (Ma— M;) _ (— 1%" Frxa Fan (M,— Ms) 


IrI5Yufröu GaI5 Yu Fasu r 


zwei Ausdrücke, die bei der Vertauschung von « und y in einander über- 
gehen. Es bleibt also 7, ungeändert, wenn man die Indizes «,ß,y, 0, u 
unter einander vertauscht. Dasselbe gilt auch noch, wenn man einen 


dieser Indizes mit A vertauscht. Multipliziert man nämlich die Gleichung 
(2.) mit F,, und berücksichtigt, daß nach (11.) $ 2 


zu FE, ”* (— 1) f [9 Fazrı fr51 Ga (u fain Fröu G;z.|; 

F,, F.; (— 1)%# [9 lau fr G Pr Ju [sen f,55 Gau) 
so erhält man aus (2.), indem sich die mit g, multiplizierten Glieder auf- 
heben, die Gleichung 


(2°.) (— 1)’ nl 9, 95 F,; H, = Tax: fa; (Gi au we ER Fü (Far Fn 


eine Darstellung, die symmetrisch ist in A und «, womit die obige Be- 
hauptung erwiesen ist. Aus der Definition der 7 ergeben sich zugleich die 
zwischen ıhnen- bestehenden Identitäten. Da alle // für die 7 Grundpunkte 
verschwinden, also hier n=3, m=10, !=7; m—!+1=4 ist, so besteht 
zwischen je Z der 28 Funktionen H eine lineare homogene Gleichung. Wir 
suchen zuerst die Relation zwischen je 4 /I mit einfachem Index, etwa 
H,,H,,H,, I,. Hierzu schreiben wir die 4 Gleichungen an, die nach (2.) 
diese Funktionen definieren, nämlich: 


(— 1)" "9,9, 95 fg, Ha = fauı Yan Fri — farı Fan @yi 
(— 1) "9,959a fy00 Ha Fauı Fan Orr — Famı Pau On 
(— 1)" "5 Ja I [5a3 H, = Frur F (Fr; we ie F,, Gas 
(— 92949; Fass Hs= Four Fon Fra — Fon Pau 


(3.) 
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und multiplizieren diese Gleichungen bez. mit 


Der, Dig, -DMg,, (nl. 
Dann folgt mit Rücksicht auf (5.) $2, indem die Faktoren von (,, und 
(@,, auf der rechten Seite jeder für sich verschwinden, 


(4.) - K- LTR H,l=0. 


a,9,y,t 


Wir suchen zweitens die Relation zwischen II, und den drei Funktionen 
H,,H,,H,. Hierzu multipliziere man die drei ersten Gleichungen (3.) mit 
solchen Faktoren, daß rechts der Koeffizient von @,, verschwindet. Nach 
(3.) $2 hat man hierzu die Faktoren zu nehmen 


(— 1yr« [sru [ann Fe (— Ir" 4 nd Irui Fax) ’ (— 17 4 AR Faxı [a8 ° 


Alsdann wird der Faktor, mit dem auf der rechten Seite @,, multipliziert ist, 
nach (6.) $2 gerade (—1)“*y,F,,. Man hat folglich 


(9.) Hi; Eu „= y ((— 1)” "959, [3,5 Npru Vau2 fa IH, . 


Wir entwickeln noch eine Identität, die zwischen den drei Funktionen vierten 
Grades F,,H,, F,.A;, F,; H, bestehen muß, da hier n„=4; m= 15; 1=9+4 13; 
m—{+1=3 ist. Hierzu schreiben wir die Gleichung (2”.) in der Form an 


(— 1)" Br rg; I; I Pr H, un Jaru laxs 1 (Tu * Ya Fand (7 (725 


nebst den beiden Gleichungen, die aus dieser durch zyklische Vertauschung 
von @,ß,y hervorgehen; wir multiplizieren diese drei Gleichungen bez. mit 
(-1°g,, (-1"?g;, (— 1)” g, und addieren; dann folgt, indem der Faktor 
von (@,,@,; und ebenso der von @,, (@,,; rechts nach (16.) $ 1 jeder für sich 
verschwindet, die Identität 


(6.) > [(- DreF,H)=0. 


a,A,Y 
Aus (4.) ziehen wir eine wichtige Folgerung. Man kann diese Gleichung 
in Determinantenform schreiben 
H, A, b,e 


0. 174 


(7) N, Az b; G; 0 
| Hab,c) 


‘ 


N; ds b3 Ch 
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d.h. es existieren drei Funktionen 3. Grades X, Y, Z, die mit den H, durch 
che einfachen Gleichungen verbunden sind 

(8.) HA„=a,Ä+b,/+c.Z. (m=a,ß,...4) 
Aus diesen Gleichungen und der Darstellung (5.) von ,, durch /7,, H,, H, 
ergibt sich auch eine Darstellung von //,, durch X, Y, Z, nämlich 


(9.) H,=a,&X+ b,; Y+ a2; 
wo zur Abkürzung gesetzt ist 
(10.) ur =2, (» 1)” "9; 9; [ar3 Aru [ax Fra a, e 


Es gilt nun der wichtige Satz, daß zwischen den Funktionen X, Y,Z 
und den Variabeln (x, y,z) die Identität besteht 


(11.) 2X+yY+z2Z=0, 
Zum Beweise löse man die Gleichungen (vgl. (1.) $ 2) 
F,=(-D’’lea.a;l; F, =D" |eaza,|; F.=(- D’* |wa,a, 
nach x, y,z auf; man erhält 
far = (- Da, + DaF, + - DD" a,Fss 
fa VD EHE D rl, Ka 
fa, 2=(- DaF, + De F,. + Dre, Bi. 
Multipliziert man hier bez. mit X, Y, Z und berücksichtigt (8.) und (6.), so folgt 
fas, (2 A+y/+:Z)= ‚2, ((-D)”“F,H,)=0, 


womit (11.) bewiesen ist. Zugleich folgt, wenn man 


(12.) A=(xdX+ydY+zdZ)=—(Xdx+Ydy+Zdz) 
setzt, 
(13) fard= 2 (-D*F,dH.=— 2 (- 1” H.dF,, 
@,9,Y a,ß,r 


$4 Die Kurve L(x,y,2)=0 vom 6. Grade.*) 


Indem man die Funktionaldeterminante der drei Funktionen X, Y,Z 


nach x, y, z gleich Null setzt, 


8X 8Y 82 
Be 24, 350 


#) Schottky, A. F. S. 54—59. B.M. 1904 8. 979. 
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gelangt man zu einer Kurve L=0 vom 6. Grade in (x, y, 2), die wiederum 
zu den 7 Grundpunkten und den 28 Funktionen IH in einfacher Beziehung 
steht. Die Gleichung (1.) ist unabhängig von der Vertauschung der sieben 
Indizes, sie ändert sich nur um einen von (x, y,z) unabhängigen Faktor, 
wenn A, Y, Z ersetzt werden durch lineare Kombinationen dieser drei Funk- 
tionen mit beliebigen Koeffizienten, z. B. durch drei der 28 Funktionen //. 

Die durch (1.) dargestellte Kurve L=0 hat folgende Eigenschaften: 

a) Sie hat die 7 Grundpunkte zu Doppelpunkten. 

b) Im Punkt « berühren ihre beiden Zweige die beiden Zweige von 
H,=0; das entsprechende gilt für jeden der sieben Punkte. 

c) Sie geht durch die 21 Punktepaare p,;, 9.;, in denen je eine 
Funktion /7,; verschwindet. 

Der Beweis dieser Behauptungen folgt aus einem bekannten Matze 
über die Funktionaldeterminante der Jacobischen Kurve von drei Funktionen, 
nämlich:”) 

Die Jacobische Kurve /=0 von drei Kurven A=0, B=0, Ü=0 von 
gleichem Grade geht nicht nur durch jeden gemeinsamen Schnittpunkt dieser 
drei Kurven, sondern hat in jedem solchen Punkt einen Doppelpunkt. Hat 
A=0 in einem solchen Punkt selber einen Doppelpunkt, so fallen in ihm 
die beiden Tangenten von A=0 mit denen von /=( zusammen. 

Um diesen Satz auf unseren Fall anzuwenden, nehmen wir für die 
drei Kurven etwa X=0,H,=0, H,;=0, die von gleichem Grade sind und 
deren Jacobische Kurve nach der obigen Bemerkung /,=0 ist. Da die drei 
Kurven sämtlich durch die 7 Grundpunkte gehen, so hat 4A=0 in jedem 
der Grundpunkte einen Doppelpunkt. Da ferner /,—=0 in « selber einen 
Doppelpunkt hat, so fallen in « die beiden Tangenten von /,—=0 mit denen 
von L=0 zusammen. 

Die dritte Behauptung folgt daraus, daß in der aus den drei Funk- 
tionen A‘, 7,, H,, gebildeten Funktionaldeterminante die von /,;=F',,@,; her- 
rührende Reihe die Glieder hat 

Gas 


Fis dr + (7; 


en F 
Oo aß 


02 





OF%s 


Y Ö Ga3 ol aß Y O G aß 
! — F 


) I aß öy + (15 oy ap oz + (15 ’ 


*) Vergleiche etwa Ülebsch-Gordan, Theorie der Abelschen Funktionen (1866) 
S. 60. Der dortige Satz bedarf einer Ergänzung in dem obigen Sinne, worauf mich mein 
Kollege A. Brill freundlichst aufmerksam gemacht hat. 
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die sämtlich für die Schnittpunkte p,,, 9,; von F,,=0 und G,,=0 ver- 
schwinden. Das entsprechende gilt für jede der 21 Funktionen //,, mit 
doppeltem Index. 

Man kann die Kurve A=0 in Determinantenform darstellen, indem 
man eine Kurve 6. Grades in (2,y,z) mit unbestimmten Koeffizienten 
anschreibt und die Koeffizienten bestimmt durch die Bedingungen, daß die 
Kurve die 7 Grundpunkte zu Doppelpunkten hat und daß sie außerdem 
durch drei der 21 Punktepaare p,;, 9.5 hindurchgeht. Wir wenden uns 
sogleich zur Darstellung von L=0 durch die früher definierten Funktionen 
F,G, H. 

Wir bilden eine erste (rleichung 

FF, G,0, 


(2.) ka 2, 0 
| F, F;, (7,5 (15, 
Durch einfache Umformung erhält man für sie eine zweite Form: 


(3.) Fas Fu H, ur (15 (15 G ”r 0 ’ 


yö 
Es besteht nämlich, wie die Vergleichung von (9.) $ 2 und (2”.) $ 3 zeigt, 
zwischen den drei Funktionen F,,F,3, F,5F;,, 9. dieselbe Beziehung wie 
zwischen @,;G@,5, @,5@3,, Fi. FH,, also 

AF,sF,s+BFaFa,+C0Gu.=0, AG,5@,,+BG.@5,,+ CF. H, =. 
Durch Elimination des Koeffizienten A folgt 

b (Pas F,s (7 ad Gz, si Fas Ya, Gas (1,5) + ( (Fos F Y Fi, H . (7 aß (F yd (7 14) 0. 


Aus dieser Identität folgt die Übereinstimmung von (2.) und (3.). 

Eine dritte Form von (2.) ergibt sich aus der Bemerkung, daß nach 
(3.), da man x mit « vertauschen kann, auch F,,F,,F.H,-0.,,0,0,,= 0 
ist. Aus dieser Gleichung und (3.) folgt als dritte Form 


(4.) FH, — Fu 0, H,=V. 


Man sieht nun leicht, daß die drei identischen Formen (2.), (3.), (4.) 
unabhängig sind von der Vertauschung der 7 Indizes «,P,... u. Denn die 
Form (2.) zeigt, daß man x, A, « unter sich, die Form (4.), daß man 
«,P,y,0' unter sich vertauschen kann, die Form (3.) aber, daß man A, u 


mit «, $ oder y, d vertauschen kann. Man schließt ferner, daß die drei 
Formen (2.), (3.), (4.) mit Z=0 oder (1.) identisch sind. Denn die Form (2.) 
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verschwindet in zweiter Ordnung für jeden der 7 Grundpunkte «,... . und 
in erster Ordnung in den Punktepaaren (P,;, 923), (Ps: 1,3), (Pas; 9.5) und 
(Pzr, 95), folglich auch durch Vertauschung der Indizes in allen übrigen 
Punktepaaren (9,9). Dies sind aber die definierenden Eigenschaften von 
L=0; die linken Seiten der Gleichungen (2.), (3.), (4.) können sich daher 
von L=0 nur um konstante Faktoren unterscheiden. 

Herr Schottky erwähnt noch eine Darstellung von =0, die daraus 
hervorgeht, daß es möglich ist, eine homogene Funktion 3. Grades $(E, », {) 
von drei unabhängigen Variabeln (&,7,{) zu bilden, die an den 7 Stellen 
@,...j in erster Ordnung und an der Stelle (x, y,2) in zweiter Ordnung 
verschwindet. Hiernach und nach der obigen Bemerkung über die Dar- 
stellung von L=0 durch eine Determinante muß man den Ausdruck für / 
aus dem von FH, erhalten, wenn man (x, y,2z) mit (a,, b,, c,) vertauscht. In 
der Tat macht man diese Vertauschung auf der rechten Seite der Gleichung 
(2°) $ 3, so erhält man gerade die linke Seite der obigen Gleichung (2.). 


Die Kurve A=0 vom 6. Grade in (x, y,2) besitzt 7 Doppelpunkte 
@,... 15 sie ist daher vom (Geschlecht p=3. Wir betrachten nun im folgen- 
den L=0 als algebraische Grundkurve für die Theorie der Abelschen Funktionen 
von 3 Variabeln, so daß in allen unseren algebraischen Bildungen die Voraus- 
setzung gelten soll, daß (x, y, 2) der Gleichung L=0 genügt. Die früher defi- 
nierten Funktionen F, @, // sind demnach als algebraische Funktionen einer 
Variabeln und die Relationen zwischen ihnen nicht mehr als Identitäten, 
sondern als Gleichungen zwischen algebraischen Funktionen von einer Variabeln 
aufzufassen. Das Verhalten dieser Funktionen zu L=0 ist folgendes: 

Die Kurve 1. Grades F,;=0 hat 6 Schnittpunkte mit =0, nämlich 
2 Schnittpunkte in jedem der 2 Doppelpunkte @ und 5 und einen Schnitt- 
punkt in jedem der einfachen Punkte p,;,9.; von L=0. 

Die Kurve 2. Grades G,,—0 hat 12 Schnittpunkte mit L—0, zwei 
Schnittpunkte in jedem der 5 Doppelpunkte «@,/,7,0,z und einen Sehnitt- 
punkt in jedem der einfachen Punkte p;,,9,. von L=0. 

Die Aurven 3. Grades H,=0 und A,,=0 sind L=0 adjungiert, d. h. 
sie gehen sämtlich durch die 7 Doppelpunkte «,/,...ı von L=0. Von 
den 18 Schnittpunkten von H,=0 mit A=0 fallen 2 in die 7 Punkte 
@,/,... 05 und außerdem noch 2 in jeden der Punkte »,, und q,,, wo L=0 


I 
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einen einfachen, //,,—=0 einen Döoppelpunkt hat. Von den 18 Schnittpunkten 
von H,=0 mit L=0 fallen 2 in jeden der 6 Punkte ,yY,...u; 6 in den 
Punkt «, weil sich hier die beiden Zweige von A,=0 und L=0 berühren. 


in jeden der 7 Punkte «, /,... u und außerdem noch 2 in jeden der Punkte 
p. und q,, die selber in « zusammenfallen. Die drei Kurven X—=0, F—=0, 
Z=0 sind ebenfalls A—=0 adjungiert, d. h. sie gehen durch die 7 Doppel- 
punkte &,P,... u von L=0. 

Wir geben den unter der Voraussetzung L=0 bestehenden Relationen 
(2.). (3.), (4) zwischen den Funktionen F', @, H eine andere Form; aus (2.) 


und (3.) folgt 


Gas G,9 ”. Gas G;; H BR Fur G,5 Gau 


6.) FF, Fas Far u FEAT 
Aus (4.) folgt, da #,@,=H,,, daß die Funktion 


(6.) R—H«Hı@a _H.H,Ha _H2HıGH 


Fyı u. - H,ı 


von der Vertauschung der Indizes «,... « unabhängig ist. Multipliziert man 
die drei Gleichungen 


H,H,G,=RF.. H,H;G3=RF, H,H,G,„=RF 


und benutzt die Gleichung (3.), so erhält man 
(7.) H,H,H H,H,H,H,—R'. 


Wir geben hier noch eine später zu benutzende Umformung der Gleichung (1.). 
Aus der Identität 

(8.) X+yY+zZ=0 
erhält man durch Differentiation nach 2, y,2 drei Gleichungen, die man 


rn,7r r 7 
s . 07 0Z 0Z u mis 
benutzen kann, um aus (1.) die Größen Dat Dyr a; u eliminieren; man 


erhält so statt (1.) 
0X 0X 0X 
dx dy d2 
(9.) eY oYoY=0. 
02 Oy 02 
EE 5: 





Ferner hat man, da X, Y homogene Funktionen vom 3. Grade in 
(x, y, 2) sind, 
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" . Y } oY 
3X. 44, ta, 5Y=r ty +: de 


oX oX oX 0 


Benutzt man diese eu in a mit (8.), um aus (9.) die 


oX 0Y „| RR $; 
Größen 4, 5, 3 Z zu eliminieren, so erhält man an Stelle von (9.) oder (1.) 
7: @B s 


„oY „0X oX oY 
(10.) 25, +75, = Kr, + =) 


$5. Die Kurve M (X, F,Z)=0 vom 4. Grade. Die Integrale 
erster Gattung.) 


Die Voraussetzung L(x,y.z)=0 oder das Verschwinden der Funk- 
tionaldeterminante von X, Y,Z nach x, y,z zieht eine Gleichung nach sich, 
die zwischen X, F, Z allein besteht: 


(1.) M(X, Y,Z)=0. 


Diese Gleichung ist vom 4. Grade in X, F, Z. Denn jede der Kurven 
X\=0, Y=0, Z=0 ist L=0 adjungiert und hat daher mit 4,—=0 außer den 
Doppelpunkten «,...ıw noch 18—2.7=4 weitere Punkte gemein. Demnach 
sind die Quotienten A:Z und F:Z zu L=0 gehörige algebraische Funk- 
tionen der 4. Ordnung (d. h. mit 4 0' und 4 &' Punkten) und es entsprechen 
einem Werte von A:Z 4 Wertsysteme (x. y.z) oder 4 Werte von }:Z und 
ebenso einem Werte von F:Z 4 Werte von A:Z, d.h. es besteht zwischen 
beiden Quotienten eine Gleichung vom 4. Grade. 

Die Gleichung (1.) läßt sich am einfachsten ın ırrationaler Form 
aufstellen und nimmt dabei mannigfache Gestalten an, die jedoch einen ge- 
meinsamen, einfachen Charakter haben, was w kurz andeuten. In $1 
wurde ein F.S. von 7 ungeraden P. Ch. («), (/7), ... («) eingeführt; aus ihnen 
setzen sich die 21 übrigen ungeraden P. Ch. zusammen in den Formen 
(«P), (ey), ... (Au). Es werden nun später (Il. Teil) die ungeraden P. Ch. 
(2)... (@/),... bez. den Wurzelfunktionen Y H,,... VH,;,... und zugleich den 
ungeraden Thetafunktionen 9, ((w)), ... 9, (()), ... zugeordnet. Hierdurch 
ergeben sich (vergl. St. A. F. S. 244) gewisse Relationen zwischen den 
Wurzelfunktionen. Eine beliebige gerade oder ungerade P. Ch. (m) läßt sich 
auf 6 Arten in zwei ungerade P. Ch. zerlegen. Sind (m)=(a,b,)= (a,b) = (a; b;) 





*) Schottky, A. F. S. 62—64, 103. 
Journal für Mathematik Bd. 130. Heft 3. 


—_ 
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drei solcher Zerlegungen, so besteht zwischen den zugehörigen Wurzel- 
funktionen eine lineare, homogene Gleichung von der Form 


(2.) A‚YH,H,+ A, VH,H,+ A, VH,H, =0. 


Jede solche Gleichung nun ist identisch mit M(X, Y, Z)—-0 und wird auf 
diese Form gebracht durch zweimaliges Quadrieren. Man erhält zunächst 
vAH,H,ll,H, gleich einer rationalen Funktion 2. Grades in den 7 und 
durch nochmaliges Quadrieren eine Gleichung 4. Grades in den //, oder 
wenn man die Funktionen A, F, Z einführt, die Gleichung (1.). 

Man kann nun die Gleichung (2.) und damit (1.), auch ohne die 
eben erwähnten Sätze zu benutzen, mit Hilfe der früheren Darstellungen 
direkt bilden. Zu dem Zwecke entnehmen wir aus (6.) $ 4 die Gleichungen 


YH,H,H, u; VRYH,, 
ar A 
in denen die Vorzeichen der 7 Funktionen YZ,,... VA, willkürlich gewählt 
seien, wonach sich das Vorzeichen von YZ? aus (7.) $4 und das von V/I, 
aus (3.) ergibt. 
Indem man die Werte (3.) in die früher aufgestellten Gleichungen 


(3.), (4.), (10.), (12.) $ 2 einträgt, erhält man die folgenden Relationen von 
der Form (2.) 


(3.) Far 


2 [EDV HH )= 0, 
3 [-reayH, Hu]=0, 
‚ze D" VAN )=0, 


> | [(— 1) [7 Gau Fasu VH,, H,;| g= 0 I 


a,ß,; 


(4.) 





die sich leicht noch vermehren lassen. Aus jeder dieser Gleichungen läßt 
sich M(A, F, Z)=0 herstellen. 

Zwischen den beiden Gleichungen Z (x, y, 2)=0 und M(X, Y, Z)= 0 
besteht eine wichtige Beziehung; sie lassen sich durch birationale Trans- 
formation in einander überführen, d. h. die Verhältnisse der Koordinaten 
X, F,Z stellen sich dar als rationale Funktionen der Verhältnisse der Koordi- 
naten ,y,2 und umgekehrt. Man erhält nämlich die Verhältnisse der 
A,Y,Z als rationale Funktionen der Verhältnisse der &,y,2 aus je zwei 
Gleichungen der Form 

H,=a,X+b,!+cZ, N,=a;X+b,Y+c;Z, 
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Umgekehrt ergeben sich aus (3.) die Gleichungen 


„ı__ VH,Ha Par "VER BL, 
Fu YH,Hu Fu" yAH, 
Die Quotienten auf der rechten Seite sind rationale Funktionen von X, F,Z. 
Denn nach der Bemerkung zu Gleichung (2.) ist V //,/1, I, I,,, eine rationale 
Funktion 2. Grades in A, F, Z; eine ebensolche Funktion ist /7,//,,; folg- 
lich ist auch der Quotient beider rational in X, Y,Z. Da nun F,,F,,,F,;. 
lineare Funktionen von x,y,z sind, so erhält man durch Auflösung der 
beiden Gleichungen die Verhältnisse der x, y, z rational in den Verhältnissen 
der X, F,Z (q. e.d.). 

Alle durch birationale Transformation in einander überführbaren, 
algebraischen Gleichungen, wie hier 4—0 und M/=0, gehören nach Altemann 
einer Klasse an. Bei der Transformation bleibt erhalten das Geschlecht p 
und das System der adjungierten ?-Kurven, hier der //-Kurven (St. A. F, 
S. 163 und 171). Daraus ergibt sich, daß M=0 vom Geschlecht »y=3 ist 
und keine Doppelpunkte hat (n=4; p=3; r=0) und daß die 28 Kurven 
I, =a„X+b,Y+c,Z=0 die 28 Doppeltangenten von M=0 sind. Hiermit 
hat man den Übergang von der Schottkysehen zu der Riemann- Weberschen 
Behandlung (vergl. Einleitung). Zugleich ist durch unsere Gleichungen die 
Aufgabe gelöst, zu 7 einem F.S. von P. Ch. entsprechenden Doppeltan- 
senten einer Kurve 4. Grades diese selbst und ihre 21 übrigen Doppel- 
tangenten zu bestimmen. Denn aus den Gleichungen (8.) $ 3 der 7 ersten 
Doppeltangenten ergeben sich in (9.) $ 3 die Gleichungen der 21 übrigen 
Doppeltangenten und in (2.) die Gleichung der Kurve selbst. 

Man kann noch Folgendes bemerken, wobei der Kürze halber .r, y. 2 
durch &,,%,2, und X,Y,Z durch X,,X%,, X, ersetzt sei. Die birationale 
Transformation besteht in der Verbindung der Gleichungen (vgl. St. A. F. 
S. 159 ff.): 

L(;2,%)=0 und 2,» A,.(&,., 2%. 2), 


die durch Elimination von (“,,%,, 2;) übergehen in die neuen Gleichungen 
M(X,,X,,%)=0 und 2m 2,(2,, 2, A,)- 


Trägt man die Ausdrücke für AX,. X,, A, in M ein, so muß man eine Identität 
von der Form 


+ 6 I) 


M(X,X,X)=L(@,2,0)-N (@,20,%). 
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erhalten. Die Kurve N(@,,2,,2,)=0 ist vom 6. Grade und hat in den 
sieben Doppelpunkten von 4=0 ebenfalls Doppelpunkte. Denn für einen 
Doppelpunkt von L4=0 verschwindet M in der 4., L in der 2. Ordnung, 
also muß auch N in der zweiten Ordnung verschwinden. Die Kurven 
.=0 und N—=0 haben außer diesen Doppelpunkten noch 8 Schnittpunkte. 
Die Funktionen, die a. a. O. mit F, @, L bezeichnet wurden, sind hier /, M, N 
und die dortigen Zahlen 2.n,,0,0, r,r, sind hier 6,4,3,3,7,0. 

Bezeichnet man mit e die Ebene der Punkte (x,, x, 2,), mit Z& die 
von (X,,A%,, A5), so folgt: Eine Gerade in &, also A, A, +4,1,+4, X, = 
hat mit M/=0 4 Punkte gemein; diese entsprechen den 4 Punkten, die 
/,=(0 mit der transformierten Kurve 3. Ordnung d.i. 4X, +44 4X, =0, 
ausgedrückt in (x, 2, ,) außer den Doppelpunkten gemein hat. Und eine 
(Gerade in e, also a, + 2%, + 1,2%, —=0 hat mit L=0 6 Punkte und mit 
N-=0 ebenfalls 6 Punkte gemein. Diese 12 Punkte entsprechen den 
12 Punkten, die M=0 mit der transformierten Kurve 3. Ordnung, d. i. 
1,2%, +4,45 +0, =0 ausgedrückt in (A,, Ar, A,) gemein hat. 

Wir schließen hieran noch die Aufstellung der zu L(x, y,z2)=0 oder 
M(X, 7, Z)=0 gehörigen Integrale erster Gattung. Ist // eine beliebige 
,=0 adjungierte Funktion dritten Grades in (x, y, 2) oder eine lineare Funk- 
tion von X, }, Z mit beliebigen Koeffizienten, so behaupten wir, das allgemeine 
Integral erster Gattung ıst von der einfachen Form) 

* HA 
(5.) u De 

Um zu zeigen, daß dies Integral allenthalben endlich ist, stellen wir das- 
selbe in den Funktionen //, und //,; dar. Indem man (13.) $ 1 anwendet, 
ferner F',. nach (6.) $4 dureh Y//,/1,H,.:YR und dann A? durch den Aus- 
druck (7.) $ 4 ersetzt, nimmt (5.) (abgesehen von einem konstanten Faktor) 
unter der Voraussetzung von L=0 oder M=0 die Form an 


6. 5 [((-1)”7«YH,H,H,, dH,). 
; J VYH.H; BA... a,ß,r N SE; dr r a 


Betrachtet man nun X, }, Z als die Integrationsvariable, so könnte 
dies Integral unendlich werden in den Berührungspunkten der sieben Doppel- 


*) Schottky, A. F. S. 102. Der Beweis für die Endlichkeit ist dort mittels einer 
weniger einfachen Umformung geführt. 
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tangenten //,—=0, H,;=0,...H,=0 von M=0. Es ist aber leicht zu sehen, 
daß das Integral z.B. in den Berührungspunkten von //,=0 endlich bleibt. 
In diesen Punkten sind alle anderen // endlich und von Null verschieden. 
Daher reduziert sich für einen solchen Punkt das erste zum Index « gehörige 


Glied von (6.), abgesehen von einem endlich bleibenden Faktor auf 
JH, 


/ yH, 
hebt auf /d/I;,=/1,, das dritte Glied ebenso auf H,. Die drei Glieder 
von (6.) bleiben also in den Berührungspunkten von //,—=0 endlich. Ebenso 
ist (6.) endlich für die Berührungspunkte von //;—0 und //.=0 und folglich 
das Integral (5.), das für alle Indizes symmetrisch ist, endlich für die Be- 
rührungspunkte aller sieben Doppeltangenten //,=0,... //,=0, d.h. " ist 
ein Integral erster Gattung. 

Indem man // durch die drei linear unabhängigen Funktionen A, }. Z 
ersetzt, hat man in 


-2Y/1,; das zweite Glied, da sich Y//, im Zähler und Nenner weg- 


j7 


XA -YA Z 
(.) vi 5 3% 2 ad 4 R ’ "3 R, ze 


\ I) \ 


drei hnear unabhängige, zu L=0 oder M—0O gehörige Integrale erster (Gattung. 

Denkt man sich zu der algebraischen Grundgleichung / -0 oder 
M=0( eine Verzweigungsfläche 7 und in ihr ein kanonisches Querschnitt- 
system konstruiert, so kann man mittels der drei Integrale (7.) die drei zu dem 
(Juerschnittsystem gehörigen Normalıntegrale aufstellen, die die Form haben 


Ä ‚(h@4 4 ,_ shoAa 
(8.) u? as ul ae Zune Zn Mike bay Mi 


und in $ 8 benutzt werden. 


$6. Die Funktionen P, P', Q.") 


Wir schließen die algebraischen Untersuchungen mit der Betrachtung 
gewisser Funktionen oder Kurven, die von einem wnllkürlich auf L=V 
gewählten Punkte (&,n,{&) (bei Schotthy («, y', 2’)) abhängen. Aus dem Be- 
stehen der Identität (11.) $ 3 


(1.) 2A +yY+zZ=0 


*) Schottky, B. M. 1903 S. 1032 und 1904 S. 487. 
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ergeben sich eine Reihe von Abhängigkeiten zwischen den Koeffizienten der 
3 Funktionen X, Y, Z, die wir als Bedingungen (2) bezeichnen und die man 
findet, indem man für X, Y, Z homogene Ausdrücke 3. Grades in (1.) ein- 
trägt und die Koeffizienten von «*, «’y,...2* einzeln —0 setzt. 

Bezeichnet nun vorerst ($,n,{) oder kurz ($) einen beliebigen Punkt 
der Ebene, ferner X', Y', Z' die Werte von A, F, Z gebildet für diesen Punkt 
und setzt man 


(2.) P - sA+r Y+[{Z, R: Pr A +yl'+zZ', 


so folgen aus den Bedingungen (5) die Identitäten 


| BP', op! _9P' oP.9P_ „op 
f: S “ a ii Vai 7 
13.) Tu > An "Yaire (E EP oy r> = , 
und 


OU 


O(J) 0Q J 
+5 02 


a) BP (tete) SP +0, 
Die Funktion / ist homogen vom 3. Grade in (z,y,z), vom 1. Grade in 
(&,,,0): P' vom 1. Grade in (x, y,2), vom 3. Grade in ($,7,{); @ vom 
2. Grade sowohl in (x. y, 2) wie in ($, 7,5) und alternierend für beide Punkte. 
Ferner zeigen die Gleichungen (3.) und (4.), daß Q sowohl aus / wie aus 
P und umgekehrt 7 und P’ aus @ durch Polarenbildung hervorgehen. 
Macht man nun (£, 17,5) zu einem Punkt der Kurve L=0, so zerfällt 
) auf doppelte Weise in zwei Faktoren. Der Ausdruck für @ lautet, ent- 


wickelt nach Potenzen von «,y, 2: 


Pr: oX’ oZ 

(D.) (J true, FE +7 DE" 
Da nun (S,,{) der Gleichung L—0, also auch der Gleichung (10.) $ 

.. R R oX' r e 

genügen soll, so kann man aus der letzteren die Koeffizienten dn +7 usw. 
in (5.) eintragen und erhält | 

(6.) Dr 
wenn 

„ r olog X’ o log Y" Olog Z' 

.) I = — Y—— z- 

4) u ae - 


eesetzt wird. Vertauscht man r,y.z mit &,n,£, so folet, da @ alter- 
fen) Y eu ’ I 


nierend ist, 
(8.) Q=P'S'=—-PS, 
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wo 
j ns Ö log ii Ö log E o oO loc Z 
(9.) = De or + y oy r > 7 Ta 


Man kann nun leicht die Schnittpunkte (x, y, 2) oder kurz x angeben, welche 
—-(0 mit den Kurven P=0, P'=0, S—=0,S’=0 hat; es hat A=0 mit 

P=0 18 Schnittpunkte, nämlich den Punkt 5, die 7 Doppelpunkte 
%,...u und 3 weitere Punkte, die wir mit &,&,&, bezeichnen: 

ferner mit 
P'=0 6 Schnittpunkte, nämlich $ und 5 weitere Punkte, die mit 
C, 62, ... ©, bezeichnet seien. Folglich hat nach (8.) 7=0 mit 
Ss’—0 6 ARE, nämlich &,, &,&°) und drei weitere Punkte, die 


ec) 


mit &,5,& bezeichnet seien, und mit 
S—0 8 Schnittpunkte, nämlich &, 5,5 und Z,,...C£;; außerdem wird 
S—» in den 7 Doppelpunkten «,...u von L—=0; schließlich wird 
Q=0 in 12 Punkten, nämlich 5, Bu 0. 6 
Für 2=$ ist P, P',Q@ gleich 0; wir brauchen später die Werte von 
dP,dP',dQ, gebildet für @=$. Hierzu age wir vorübergehend ı, y, : 


'. 


durch 2,, 2,25 &,n,£ durch 2; 4,5; X, F, Z durch X,, %,, 4,, so daß 
(vergl. (12.) $ 5) 
m) J=22di.m—- ide, S=-25,d4l,=—- ZN. de. 


ı 


Wir setzen ferner, wenn (x, 2,23) eine homogene Funktion von 


(11.) Pa +da,o+da,, a +da)= P+ PP + P,+- 


indem wir in dieser Entwicklung unter #,, 7, #,, ... dieGlieder der 0.,1.,2.,.. 
Dimension in dx,, da,, dx, verstehen. Aus der Identität I,\,-0 folgt 
2 


>07 +dx;) (X, +dA, ge gut dx,da, +. .)—0, 


I. U, Od) 


u | 


also wegen (10.) die Identität 


u) 4 l , v n o’X; 
(12.) > dr. AX. + PDA —_ dı.dx (). 
e ı ı .) ı gr ’ x J 
ı u 3 E7 /. O.ly OO.) 
*) In &,,&,,&, kann nicht P'=0 sein. Denn die Punkte der Kurven L(r, y,2)=U 


und M(X, Y, Z)=0 entsprechen sich eindeutig. Aus den Gleichungen P=0, p' —0) würde 
in Verbindung mit X +yY+2Z=0 und $&X'+nY’+{Z=0 folgen, daß die 3 Deter- 
minanten YZ'’— ZY', ZX— XZ', XY'— YX' gleich O wären, was nicht der Fall. 
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Es ist nun 


(13.) P=r$EN,, P=2uÄ;, a=22:u., a 
folglich 
rn=ef=2282. Im 2288, 
Q=dQ= FE 3 (a,da,+x,d) 2 : 
l  % o®’NX, i . ! Y oX, 
Pr . > =, S; d x, ö 2) da x da 23 P; _ 0; (2; us; = de, de, Ö £, 


und für ©—=$ mit Rücksicht auf (10.) und (12.): 


14) (Pl:=+JS5 (P):=-L5; (Al =-31+4=—24'; 
(15.) (P);=-ZdX;dS; (P):=0; (A) =ZdA,dE,. 


$ 7. Die Funktionen 7.) 


xhu® 
Mit Hilfe von 7, P’, Q definieren wir weitere Funktionen, die von 


zwei in der Ebene beliebig gewählten Punkten x und 5 abhängen. Wir 
bilden die 7 Funktionen (in abgekürzter Schreibweise) 


(1) n=le & all, 
und die 21 Funktionen 
(2.) vr . x 5 A,ıl, 


wo «,,,d,,€,, die in (10.) $ 3 definierten Koeffizienten sind. Die 28 Funk- 


tionen vw, und w,, sind vom 1. Grade und alternierend in x und 5 und sind 
durch dieselben lelationen mit 


(2°,) yS—zn, z$—aL, an—y$ 


verbunden, wie die 28 Funktionen //, und //,, mit X, F,Z. 
Wir behaupten nun, es besteht für alle Punkte x und $ der Ebene 
die Identität 
(3.) PP. P'Fr. +4 Fu pP}: =yp WW 


Au Au) 


worin y=1l:9 und 9=9,939,959,9:9u 18t. 
In der Tat, der Ausdruck der rechten Seite w, w,,, ist alternierend 


'- 


in x und 5 und für jedes vom 3. Grade; er stellt ferner, gleich 0 gesetzt, 


*) Schottky, B. M. 1903. S. 1027— 1030. 
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eine Kurve 3. Grades in « dar, die in ©=#$ einen dreifachen Punkt hat und 
außerdem durch die 3 Punkte @=a,,«a,,«a,, einfach hindurchgeht. Eine 
zweite Kurve 3. Grades in © mit denselben Eigenschaften muß mit der 
ersten, abgesehen von einem konstanten Faktor, identisch sein. 

Bezeichnet man nun die /inke Seite von (3.) abkürzend mit 7, so ist 
% alternierend in x und $ und für jedes vom 3. Grade. Es hat ferner 
?—(0 in z=$ einen dreifachen Punkt oder es verschwinden die Ausdrücke 


?, und 7, (vergl. (11.) $ 6) für ©&—=5. Denn es ist 
P=dPF=PF.-Pr,.-2PF.dF.t+QaFuFfiutQF.dE 


kAüu° 


Für 2—=& verschwindet das dritte und fünfte Glied für sich (da 7” 
und (2 gleich 0 werden) und die beiden ersten heben sich gegen das vierte 
Glied auf wegen (14.)$6. Daher ist (#,):.=0. Ferner ist 
—P; F? 


Au 


RER 2 
p, .n Pt} 


Au 


—4P, F,.dF.—2P'dF,,dF.+%&F F; +24, F; dF 


Ari /. i4 Id na * 


Für <—=$ verschwindet das zweite und vierte Glied, ferner heben 
sich auf das erste und fünfte Glied (nach (15.) $ 6) und das dritte und 
sechste Glied (nach (14.) $ © Daher ist auch (#,):=0. Da der Ausdruck 
P außerdem für ©=a, und 2=a, verschwindet, so bleibt zum Beweise der 


[7 


Identität (3.) nur noch zu zeigen, daß 7 auch verschwindet, wenn 2 =a,, 
wird, und daß sich 7 von w,y,w,, durch den Faktor y unterscheidet. Ich 
muß mir indes den algebraischen Beweis dieser Behauptungen, der nicht 
ganz leicht zu sein scheint, vorbehalten.”) Die Identität (3.) läßt sich 
schreiben 

(4.) QF„Fu=PFu-PFutywvy 


Ju Ü Au 


und stellt daher @& auf 21 Arten dar. 

Wir entwickeln nun aus (4.) neue Gleichungen unter der Voraus- 
setzung, daß die Punkte x und 5 S der (rerchung L=0 genug: n. 1a alsdann 
die Gieraungpn gelten ((6.) $ 4) 


H,H,H ,=RF; 


Au u 


IE H},R'FR, 


Au 


so folgt aus (4.) 


(9.) BRGE Ay Fi. -®P'H,H,H —-RP IT, IT, H, „tyrR RR ut ıVv,. tr 


Alt FAT nd 


*) Herr Schottky beweist die Identität (3.) oder vielmehr die Gleichung (D.) au! 
längerem transzendentem Wege. B. M. 1903 S, 1030. 
Journal für Mathematik Bd. 150. Heft 3. 24 
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Dieser Ausdruck stellt, als Funktion von (x, y,z) gleich 0 gesetzt, 
eine Kurve 10. Grades dar, die mit A=0 60 Schnittpunkte hat, die sich 
leicht angeben lassen. Von den Schnittpunkten fallen nämlich je 6 in die 
Punkte «,P,y,d,z und je 8 in die Punkte A, «u. Dies zeigt ebenso die 
linke Seite von (5.) nach den Bemerkungen auf S. 167, wie die rechte Seite 
von (5.), wenn man die Glieder einzeln betrachtet. Ferner fällt, wie die 
linke Seite von (5.) und die Bemerkungen auf S. 174 zeigen, je ein 
Schnittpunkt in 5; &, &, &} Sy er. 555 Paar Tau in, 5. Dies sind zusammen 
60 Punkte. 

Bildet man (5.) für alle Kombinationen 4, «, multipliziert mit will- 
kürlichen Koeffizienten und addiert, so kann man Ausdrücke der folgenden 
Art aufstellen: 
| ®PTX—-RPTX+yRkRt(yS—zn), 

(6.) | RPTY—-RPT'Y'+yRRt(z$5-ed), 
RWPTZ—-RPTZ +yRRt(an—y3), 





in denen 7’ eine homogene Funktion 2. Grades in X, Y, Z mit beliebigen 
Koeffizienten, 7’ dieselbe Funktion in A’, F', Z' und ? dieselbe Funktion 
in den Ausdrücken (2%) ist. Die drei Funktionen (6.) stellen, gleich 0 ge- 
setzt, drei Kurven 10. Grades in (x, y,z) dar. Von ihren Schnittpunkten « 
mit A=0 fallen je 6 in die 7 Punkte «, ?,... u und je einer in die Punkte 
5 8, 6,853 0,65, Wie die Entstehung aus (5.) lehrt. Setzt man schließ- 
lich in (6.) 7=H,H,, also ’=H;H, und t=w,w,, multipliziert alsdann 
die Gleichungen (6.) bez. mit a,, b,,c, und addiert, so erhält man den 
Ausdruck 


(7) P..=R®PH,HAH,— RPHH,H,+yRRiyary,, 
der in x und $ alternierend und in den 3 Wertsystemen «,, «,, «, trilinear und 
symmetrisch gebaut ist. 

Gleich 0 gesetzt, stellt (7.) eine Kurve in (x, y,2z) vom 10. Grade 
dar, von deren Schnittpunkten mit L—=0 je 6 in die 4 Grundpunkte «, , 7,0: 
je 8 in die 3 Punkte z#,4,« und je einer in die Punkte $; &,&, 8; 01, ...[; 
fällt; die drei noch übrigen Schnittpunkte seien mit 5”, 5’*, &’* bezeichnet: 
sie treten als Nullpunkte der geraden T'hetafunktionen auf. ($ 8). 


Aus (7.) folgt, daß zwischen den 4 Funktionen #,,,, Pau, P P,,, 


yru) 


dieselben Beziehungen bestehen, wie zwischen den 4 Funktionen //,, H,, H,,H;, 








Stahl, die Abelschen Funktionen von drei Variabeln. 


also (vergleiche (4.) $ 3.): 
8.) z (Del, P,]=0. 


a,8,7:0 


Für 2=$ ist #,,, gleich 0; wir brauchen später den Wert von 


dp gebildet für ©=$. Aus (7.) folgt, da dP=+4; dP’=— 4 wird 


alu) 


nach (14.) $ 7, 
(9.) (dP De, — 2 RA H,H,H,). 


II. Teil. Die Lösung des Umkehrproblems. 
$8. Die Nullpunkte der Thetafunktionen. 


Indem wir uns zur Lösung des Umkehrproblems für den Fall p=3 
wenden, handelt es sich vor allem darum, die 64 'T’'hetafunktionen aufzu- 
stellen und ihre Nullpunkte zu bestimmen. Hierzu denken wir uns zu der 
algebraischen Grundgleichung 4A=0 ($ 4) eine Verzweigungsfläche 7 und in 
ihr ein kanonisches Querschnittsystem konstruiert und mittels desselben die 
3 zugehörigen Normalintegrale erster Gattung aufgestellt (7.) $ 5: 


y»X 


er x ai .L Pr 
(1.) ET -/ du; u, = uf / du; u=uF / du,, 


d . 
c - ji 
= v > 


wo wie früher x und $ beliebige Punkte von 0 bedeuten. Wir brauchen 
jedoch diese Operationen nicht wirklich auszuführen, da wir die Normal- 
integrale «, später durch die früher gefundenen Integrale », ersetzen werden. 
Es gibt nun 64 "T'hetafunktionen 


(2) Hm], 0,0) 9,0), 


und zwar 28 mit ungeraden T. Ch. [m], 36 mit geraden T. Ch. [mn]. Diese 
64 T.Ch. lassen sich leicht übersehen. In $ 1 wurden die 64 P. Ch. aus 
den 7 P. Ch. (e), (B), (z), (9), (2), (A), (u) eines F. S. zusammengesetzt. 
Addiert man zu diesen 64 P. Ch. die T. Ch. [0], so erhält man die 64 T. Ch. 
‚vergl St. Note 6), und zwar die 28 ungeraden T. Ch. in den Formen 

(8) [a], [B],... Tl; [eßl, ey)... [Ru] 


und die 36 geraden T. Ch. in den Formen 


(4.) [0], [e3y], [ePd],... [24]. 
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Da [ePydz4u] [0] ist, so lassen sich die dreigliedrigen Kombi- 
nationen durch die komplementären viergliedrigen ersetzen, z. B. [Au] durch 
[«3yJ], was in $ 11 benutzt wird. 

Um die Nullpunkte der 64 Thetafunktionen (2.) zu bestimmen, oder 
auch den 64 T'hetafunktionen gewisse Funktionen zuzuordnen, die in den- 
selben Punkten wie sie verschwinden, wird man (vergl. Si. A. F. S. 354) 
den 7 ungeraden T'hetafunktionen mit den T. Ch. [e], [?], ... [«J die 7 früher 
definierten Wurzelfunktionen Y//,, VI/;,.... V/], zuordnen, wie wir schon vorher 
($ 1) den 7 P. Ch. (e), (P), ... (u) die 7 Doppelpunkte von L=0 zuge- 
ordnet haben. 

Hiermit sind zunächst die Nullpunkte der 7 Thetafunktionen bestimmt; 
es verschwindet nämlich 9,((w)) in den 3 Punkten x=$,p,, 9. (wobei 
Pa=Q.=0). Es sind aber zugleich die Nullpunkte aller übrigen 'T'heta- 
funktionen bestimmt durch das Adelsche 'T'heorem (St. A.F.S. 151) in fol- 
gender Weise. 

1. Bezeichnet man die drei Nullpunkte der Funktion 9,((u)) mit 


0 


%,.2,253, 80 gelten die Gleichungen (vergl. St. A. F. S. 238) 
L ar) ar, az 1 
(3.) / du / du, + / du, 5 Ar, 
Pa 9a = 


wo A; (h=1,2,3) das zur P.Ch. («) gehörige Periodensystem ist. Ent- 
sprechende Gleichungen gelten für ?,... «. Nun ist die Summe der 7 P. Ch. 


Et, 
Gy. 


(@),...(a) also (aßydz2u) 0 (mod 2). Daher hat man auch z 


Wir sehreiben dies 
(A5+ + AN (A AHA HAN). 


Trägt man die Werte der A, aus (5.) ein und setzt abkürzend 


l tg Un ALLA DErTE 
/ dut / dutt+ / du= / 
%: 


Y Ya Yn YıYar..Ym 


n 
du,, 


so erhält man 


-Pz4#P), 9 Pu u a 


(6.) / du,0. 


Pa9aPa95Pz+9y,P$95° 


Hieraus aber folgt nach dem Adbelschen Theorem die Existenz einer 
zu LA=0 gehörigen algebraischen Funktion N, von (x, y,2), die in den 








3 
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unteren Grenzpunkten von (6.) =oc', in den oberen —=0' wird. Anderer- 
seits aber wird die Funktion N=Q@G,,@,5;: PP'F,;F,,; in denselben Punkten 
Par Jar Par 9a Prı I, P5, 95,5 gleich ©’ und in den Punkten p,, 0x, Pı, 9; 
Pas Qu 51, 52, 55 gleich 0' (s.$ 6). Daher würde der Quotient beider Funk- 
'ın9,8,& und =0' in &,%,%, d.h. er wäre eine Funk- 
tion dritter Ordnung. Das ist nicht möglich (s. 5’. Note 2, $ 10, Satz Vb): 
daher folgt, daß die Punkte &;, 2,23 mit den Punkten &), &,$ zusammen- 
fallen, oder daß die drei letztgenannten Punkte gerade die Nullpunkte der 
Funktion 9,((u)) sind. 

2. Bezeichnet man die drer Nullpunkte der Funktion 9,,((u)) mit 


ar ac a, so sind diese Punkte bestimmt durch die Kongruenz 


tionen N: N = 


zu) ah gel 1 s 
/ du, (Ar +4) 
"ro co ro Dr 
Ssı <2 ®3 
oder nach (5.) durch 
2,9, ar art „a 
/ 7 u du, 0. 
y to ro 0 % 


Px 1x sSı $2 $3 


Hiernach existiert eine algebraische Funktion \,;, die in den unteren 


Grenzpunkten dieser Kongruenz —oo', in den oberen —0' wird. Anderer- 


CU) 


seits hat die Funktion PP'F,,:QA, die oo'-Punkte p,, u, 51,5%, 5 
0'-Punkte p,, 9, und &, pP, 9x, Daher müssen wie oben die früher bestimmten 


Punkte &,p,, 9x, mit a7, 2%’, a zusammenfallen und die Nullpunkte von 


9,,(@u)) sein. 


3. Bezeichnet man die drei Nullpunkte der Funktion 9,,,(@)) mit 


und die 


are ar ae so sind diese Punkte bestimmt durch 


zwiu zur zuiu 1 ) 1 
2 x h AN — 74 u 
du, u (#+A+-: 1) 9) (Ay — 4%) 
25 
oder nach (5.) durch 


2. za u ar 


det. 


ee 9u* 


“ 
. - oO zo 9 
Par ir & .2 S3 


Hiernach existiert eine Funktion \,,,, die in den unteren Grenz- 
punkten = »x!, in den oberen —0' wird. Da nun die Funktion 7,,:K@F,, 


in Dr, gleich vo! und in p,, 9, 5", 5,55“ gleich 0' wird, so 
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fallen die Punkte $7* mit «#’* @—=1,2,3) zusammen und sind die Null- 
punkte von 9,,,(()). 

Im Vorstehenden ist der Satz bewiesen: 

Ordnet man den 7 Thetafunktionen. 9,((u)) die 7 Wurzelfunktionen 
YH,(@=e@,P,... u) zu, so besitzen die 7 ungeraden Thetafunktionen $,((@ı)) 
bez. die 0'-Punkte 8, pas a (Pa ==), die 21 ungeraden Thetafunktionen 
9,,((@)) bez. die O'-Punkte &, Pan, 9, die 35 geraden Thetafunktionen 9,,.(()) 
bez. die 0'-Punkte 4, 8,5“ und I,((u)) die 0'-Punkte &, 5,8. 


$Y9. Algebraische Darstellung von Thetaquotienten 


Er 


mit eingliedrigen Argumenten ((%)).”) 


Nach der Bestimmung der Nullpunkte der Thetafunktionen 9,((%)), 
I, al), Faru (CO) mit den eingliedrigen Argumenten ((w)) ist es 
leicht, die Quotienten dieser Funktionen durch Wurzelfunktionen algebraisch 
und symmetrisch in den Koordinaten der Punkte x und $ darzustellen. Man 
hat hierzu (vergl. St. A. F.S. 242) nur solche Quotienten von Wurzelfunk- 
tionen zu bilden, die in denselben Punkten =x' und 0' werden, wie die 
T'hetaquotienten. Wir stellen dreierlei Formeln auf. 

1. Sind [m] und [n] zwei ungerade T. Ch. (von der Form [z] oder [z2.)), 
so ist 9, (W):9,()=0 in Pu, qm und =! in p,,9,, also O0 und & in 
denselben Punkten wie YH,:VH,. 

Man hat daher unmittelbar die Gleichung 


(1.) FIm((%)) _ Ym VHnHm 
9n(&)) In YH,HL 


Da die rechte Seite wie die linke für © und 5 symmetrisch sind, so ist 
eine von £ wie von x unabhängige Konstante. 


2. Ist [m] eine ungerade T. Ch. ([z] oder [z#]), so ist 9, ((@u)):9,((@u)) = 0' 
in &, 2,9, und =x' in $,5,%. Man hat daher 


Ar .Ary 
RT FN 


(2 \ 3((u)) >. Ym P. P' VHndHh, 
nr) F, ((u)) Y (J YRER' ’ 


da die rechte Seite nach $4 und $ 6 in denselben Punkten =0' und = 
wird. Die Konstante 7:7. ist wie in (1.) unabhängig von x und $. 


*) Schottky, A. F. S. 56. 68. 
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[3 


3. Der Quotient zweier geraden Thetafunktionen 9,,,(@)):I,((w)) ist 

gleich 0! in Sr“, 8°“, 5°“ und gleich &! in &,&,&; man hat daher 
(3 ) F,,u((u)) zu Yaku Du 

d,(@) 70 Q-VRR'YH,H,H„HLH,H,' 
da die rechte Seite in denselben Punkten =0' und =x' wird. Die Kon- 
stante Y,u:70 Ist wie in (1.) unabhängig von x und S. 

Die Konstanten y ın (1.),(2.), (3.) bestimmen sich durch die Substi- 
ution ©=$; doch sind hierzu einige Vorbereitungen nötig. Da für 2 =#£ 
die ungeraden Funktionen 9,((%)), 9, (@)), ferner P, P', Q und #,,, ver- 
schwinden, so treten gewisse (Juotienten unter der unbestimmten Form 0:0 
auf. Man hat dann von Zähler und Nenner das Differential zu bilden und 
darnach 2=S5 zu setzen. An jede der drei Gleichungen (1.)—(3.) knüpft 
sich eine solche Bestimmung an (vergl. St. A. F. S. 272 ff.). 


1. In (1.) hat man für ©—=$ 


4.) >» en ah 0 i ee] > Ym H/, 
(4. lu) Ir 0° Ldy.(l(u))I: MH 


Benutzt man die Normaldifferentiale erster Gattung (vergl. (7.) $ 5) 


(5.) du, u - si du, .c f: .n e: du, + fi ”) 1 
und die Abkürzung 
> "OYn((u)) 
ac ou; mr um 


so erhält man 
\ Oi A 
T. d3.((u))=29,.du= 539 f(x) 
( ) (l )) u m 7 R u Fi J 
und folglich aus (4.) 
Ei fl: | 
= FufilE) Ym H, 
zu  MaHn 
Da nun $ ein beliebiger Punkt von Z=0 und y,:y, unabhängig von & ist, 
so muß diese Gleichung für jeden Punkt der Kurve L=0 identisch erfüllt 
sein; folglich hat man für jede ungerade T. Ch. [m|, wenn /, ein Pro- 
portionalitätsfaktor ist, 


(8.) 2%, )=i,„H,„=1.(a„X+b.Y+c,„Z) 


m 
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und aus (7.) und (8.) 


A’ ’ 
(9.) [d I,.((u) Ye: BE R' i. H.. 
also 
j d3.(aW)] HN, 
(9) Far > LH 


2. In (2.) ist für 2=$ 9,(@W), P, P',@ gleich 0. Nach $ 6 ist für 
—=$ dP=4; dP’=—-4, dQ=—24' Daher wird der unbestimmte Quotient 


Im ((u)) R FR 0 a d Fn(u))dQ er Im H, 
m ee re IR 


3. In 8.) ist für ©&=$ Q und #,. gleich 0 und dQ=—-24 
dP,„=—-2R 4 H,H,H,. Daher wird der unbestimmte Quotient 


I 


a MrL-t-Krel mm, 


= 


Diese Wertbestimmungen geben nun sofort auch die Werte der Konstanten 
in (1.)—(3.). Setzt man nämlich 


(12.) (9 ((u))]u=o — (C (au (WW) u — Oyaur 
so folgt für ©=& aus (4.) und (9“.) 


(13.) Ym Ya lm ihn; 
ferner aus (2.) und (10.) 

(14.) Yayz 2:5 
endlich aus (3.) und (11.) 

(15.) Yray 70 Cara} Co 


Die hier auftretenden Verhältnisse der Größen I, c,,. und c, werden in $ 10 
durch die Klassenmoduln dargestellt. 

Wir geben den gewonnenen Resultaten noch eine andere Form. Die 
drei Normalintegrale erster Gattung ,, u,, «, (vergl. 5) und die früher defi- 
nierten drei Integrale erster Gattung (6.) $ 5 





n »XA -YA ZA 
ff uf 


sind verbunden durch die Gleichungen der Form (s. (6.) und (8.)) 


(17.) 29,u=l,(anvı + dutat+ Cm da). (m=1,2,3) 
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Die Integrale »;, sind unmittelbar gegeben, während die «, erst aus 
ihnen berechnet werden müssen. Indem wir statt der ”, die v, einführen. 
möge jede Funktion 9((w)) übergehen in eine Funktion o((r)), noch multi- 
pliziert mit einer besonderen Konstanten. Wir setzen für die ungerade 


T. Ch. [m]: 


(18.) I.) = 0), 
für die gerade T. Ch. [zu]: 

(19.) Paul) = Cru Fu (0), 
sodab 

(20.) GN) =1 


und nach (17.) und (18.) 


P 0), v; A, " + h,, N", + Cm "; 
oder 
(21.) 0 —Aa,. G 


m 4 


b 0° na 


Hiernach kann man die Gleichungen (1.)—(3.), indem man einen Proportionali- 
tätsfaktor & einführt, ersetzen durch folgende: 


(22.) 0(@)= 92 =VH,H,, 
9: 3,((u)) _E QYRR 
(23.) o,((r)) = e =, PP' . 
rin ((u)) € Pau 

/ fa ) 
(24.) u ur 2 PP'YH,H,H,H,H}H! 

Der Faktor e=e(.,£) hat hiernach die Werte 
. ("N \ “) (("\\ I» 
(25.) en (x, &): i m \ )) 0, LY73 PI 
yH,„H, (RER 


und kann als eine Primfunktion mit dem Nullpunkt «—& angesehen werden, 
da e=0' in @=5 und =oo” in «,ß,... u. | 


$ 10. Algebraische Darstellung von Thetaquotienten 
mit mehrgliedrigen Argumenten ((U/)).* 
Wir entnehmen der allgemeinen Theorie folgendes. Das Umkehr- 


problem sei gegeben durch die Gleichungen (h=1,2,3): 


*) Weber, A. F.S.159, 162,165. Schottky, A. F.S. 132, 137, 141, 164, vergl. auch 
St. A. F.S. 255. 


Journal für Mathematik Bd. 130. Heft 3. 








186 Stahl, die Abelschen Funktionen von drei Variabeln. 


3 i 
(1.) U,= a. du, 


worin die oberen Grenzpunkte %,, %, X, 2; vier beliebige Punkte von 0, 
die unteren Grenzpunkte «,, @,, 4a, 4; 3 Schnittpunkte einer beliebigen 
adjungierten Kurve 3. Grades mit 4=0 sind. Die Lösung des Umbkehr- 
problems (1.) besteht dann in der Aufstellung von Gleichungen der Form 


Im(lU)) _ =, E+YT(a)..- VIa(le 

HllU) Tu 3+YT:(a,)...VT; a 
oder auch, wenn man einen von der Charakteristik unabhängigen Pro- 
portionalitätsfaktor # einführt, Gleichungen der Form 


(2.) 9.((U))=E.T,„Z+V/T. (2)... VT}(@). 
Hier ist [nr] eine beliebige T. Ch., /', eine zugehörige Konstante; ferner 


sind 7,(@), ... 75,(&) homogene PER vom dritten Grade in den /7 oder 
auch in X, Y Z und 


(3.) ‚no, vn 220), asia), 


vier linear unabhängige zur T.Ch. [m] gehörige Wurzelfunktionen. 

Es ist nun die Aufgabe, für jede gerade und ungerade T. Ch. [n] die 
vier Funktionen (3.) zu wählen und mit ihnen die Gleichung (2.) herzu- 
stellen. Wir benutzen dabei die früher aufgestellten, unter Voraussetzung 
von 4=0 geltenden Gleichungen (6.) $ 4 


(4.) H.H,G,=RF,; H,H,H,=R.F,, 
1. [n]=[0]. Wir wählen für (3.) die Wurzelfunktionen 
(5.) YI,H, Pr. YH,ILH,, YA .E.H,. YH,H,H,, 
oder, wenn man den Faktor Y/:/7,H,H, absondert, nach (4.) 
5.) REF Fe AH AH Fn BERH,Fa. 


uU ur) 


ur) 
Daß diese oder auch die vier Funktionen 


G, F,.F 4 Y Y 
er E Fu f 


ur) 


Fi 


linear unabhängig sind, ist leicht zu sehen. Denn zwischen den drei letzten 
Gliedern besteht keine lineare Relation. Wäre das erste linear durch sie 
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ausdrückbar, so müßte eine Gleichung von der Form @,,F,,F,.=H.F be- 
stehen, wo F eine homogene Funktion ersten Grades in («, y, 2) ist. Diese 
Gleichung müßte, da sie nur vom vierten Grade in (x, y, 2) ist, während 
‚0 vom sechsten Grade ist, eine Identität, also /7/, durch einen der Faktoren 


der linken Seite teilbar sein, was nicht der Fall ist. 


Setzt man nun die aus (5%) mit den oberen Grenzpunkten in (1. 
gebildete Determinante 


(6.) Z+ RFV,F®,FO%, MHMF, MIR, IBHIBF,—-,, 


so erhält man die Gleichung (2.) in der Form 


. AN SER 3 Yk 
l. I, l -E I,®, . 
1 a) Eu, 


2. [m]=[zAu]. Wir wählen für (3.) die Wurzelfunktionen 


VA,H,H, VH,H„.H,., VERH„H,., VH,H„H, 


oder, wenn man den Faktor 1: /4,/1,H, absondert, nach (4.) 


H,H,H,, RFE4F,, RF,F,., REF 


x 1) ur nA” 


Diese oder auch die vier Funktionen 
Fan Fifa Fufar 
sind linear unabhängig. Denn zwischen den drei letzten Grliedern, die, 
zweiten Grades in (x, y, 2), in den Punkten #,%, ı verschwinden, besteht 
keine lineare Relation. Wäre aber das erste Glied oder nach (4.) der Ausdruck 
I ,F.:@,, durch sie darstellbar, so hätte man eine Gleichung von der Form 
H, Fu =0,,@, wo @ eine homogene Funktion zweiten Grades in (x. y, 2) 
ist, und diese Gleichung müßte, da sie nur vom vierten Grade ist, eine 
Identität. sein. Es müßte also //, durch @, 
Fall ist. 
Setzt man nun 


(8.) Z+ E00, RK EHF. Ar, RT. Fh=# 


ur 


teilbar sein. was nicht der 


[2 


Ah] ’ 


so erhält man für diesen Fall die Gleichung (2.) unter der Form 


(9,) 9..((U))= EI, Bar: m I: HH... 
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3. [m]=[z]. Wir wählen für (3.) die Wurzelfunktionen 
XVH,, YVH,, ZVH,, VH„aH,.H, 


oder, wenn man den Faktor Y//, absondert und beachtet, daß nach (4.) 
VYRVH,„=6,VH,H, und YR-F„=VH,H,H,, ist. die 4 Funktionen 

A, Y, Z, F,.@a, 
die linear unabhängig sind, da dies von A,Y,Z gilt und da F,,@,, im 
Punkte ©=z von O0 verschieden ist, während X, Y,Z in z verschwinden. 


Setzt man nun 
(10.) Z+X rt’ 27, %=#,, 


so erhält man für diesen Fall die Gleichung (2.) unter der Form 


11) I,(UD=E-T,B, IIVIE, 


i=( 


4, [m]=[#4). Wir wählen für (3.) die Wurzelfunktionen 
AYAa YVH,, ZVH,» VHH,H,, 


oder nach (4.), indem man den Faktor Y,,: F,, absondert, 


2. IE. 2ER, 


EZ ir 
Diese vier Funktionen sind linear unabhängig. Denn anderenfalls 
müßte 77, F,.= FH, wo FH eine homogene Funktion dritten Grades in (x, y, 2) 
ist, eine Identität sein (weil sie nur vom vierten Grade ist), es müßte also 
/!, durch F,, teilbar sein, was nicht der Fall ist. Setzt man nun 


(12) E+ X" Y'F, ZP, HBR =», 


“u 
so erhält man für diesen Fall die Gleichung (2.) unter der Form 
12 r ng! er 
(15. I, )) — E N; P3HVH, . Fi) 
Die Formeln für [m] gleich [z] oder [24] sind unsymmetrisch für den Index 
z oder 24, lassen sich aber durch symmetrische Bildungen ersetzen.”) 


In (7.), (9.), (11.), (13.) sind die Determinanten , auf der rechten Seite 
alternierende Funktionen der vier Punkte &,, 2,2%, 2,. Die T'hetafunktionen 


”) Schottky, A. F. S. 132—137 und S. 138—141. 


J 
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der linken Seite enthalten außer ,,.,, 2, @, noch die unteren Grenzpunkte 
y, @yy Ca, Az, welche Nullpunkte einer Z, 0 adjungierten Kurve dritten Grades 
waren. Ersetzt man sie durch die Nullpunkte Ö,, d,, b,, 5, einer anderen solchen 
Kurve, so ändern sich die Größen 7), um ein System von zusammen- 
gehörigen Periodizitätsmoduln und der Quotient zweier Thetafunktionen 
höchstens um den Faktor +1. Man kann daher annehmen, indem man & 
eventuell mit einem konstanten Faktor multipliziert, daß auch die Konstanten 
/', von den vier Punkten «,, «,,@,,«, unabhängig und nur noch von den 
Klassenmoduln abhängig sind. 

Es bleiben also nur noch die Verhältnisse der Konstanten I’ durch die 
Klassenmoduln (a,, b,, €), (@gs Day Cz)yr ++: (Aus Das ec) darzustellen. Wir 


begnügen uns mit der besonders einfachen Bestimmung des Quotienten 
& 


Rıu 


:/.°) Mit Rücksicht auf die vorstehende Bemerkung kann man setzen 


W=l—p, u=4,=4, 


wo p,g die Nullpunkte irgend einer der 25 Funktionen ) // sind. Wir setzen 
ferner in (7.) und (9.) zuerst ,=p,,.3=q,. Dann wird 7}=0, H;=0 und 


' , u 
es wird U,=U,+,17, wo 


U= / dı,+ / du, ist und Pi / dn+ f du 


p q ] \ N 


ein halbes zur P. Ch. (z) gehöriges Periodensystem. Läßt man eine leicht 
anzugebende Potenz von — 1 in # eingehen und schreibt daher E’ für E, 
so erhält man aus (7.) und (9.): 


c / 1 I% > 
(0 ty/ )) nn |YHiHs VYHRHz,| |VHIHL YVHRH:, 
EYH®HıHi,H}), YVHIHL VHAAH,) YVHRH: YHyH}, =," 


r 


Aa 
Fein ((Ü +5{ >. j yHrHı | H»H°. | I H:; VH:HE, bot 
EyH MH}, H), 0 VHIH: VHRHı. YHIHS VHRH}, 2-0 


Bildet man den Quotienten, so hebt sich der Faktor EZ] MH}, H;, weg. 


Setzt man nun noch %u=p,, %=1q,, so heben sich auch die Determinanten 
auf und man erhält 


*) Weber, A. F. S. 161, 165. 167. 
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Try 2 Peru ((.P*)) rg (— 1 Cu 
FR 3,((P*)) c 


x „f a ! 
(ui; +2;u;) 
ı 

0 


Es bleibt also nur noch der Quotient c,,„:c, durch die Klassen- 
moduln darzustellen, was in $ 12 geschieht. Die Bestimmung der Quotienten 
/':/, und 7',,:7,, ist der obigen ganz ähnlich, nur die Rechnung ist nicht 
so einfach.”) 


$ 11. Thetarelationen, 


Zum Schluß bleibt noch die Aufgabe zu lösen, die Verhältnisse der 
Größen €, Cius las l,,, durch die in $Y9 die Verhältnisse der Konstanten y und 
in $ 10 die der Konstanten /' dargestellt wurden, in den Klassenmoduln 
(Gas bas Cd see (Aus dus ec.) auszudrücken. Hierzu bedürfen wir gewisser 
Gleichungen, die sich aus den zwischen den Thetafunktionen bestehenden 
Relationen ergeben. Wir entwickeln daher in diesem Paragraphen vorerst 
die wichtigsten und einfachsten Thetarelationen. Als Grundlage dient der 
Satz (St. A. F. 8. 204), daß sich die allgemeinste T'hetafunktion von der Ord- 
nung ” und mit beliebigen Argumenten ((w)) linear und homogen durch 
höchstens 7° soleher Thetafunktionen darstellt. Wenn wir uns auf Gleichungen 
zwischen denjenigen Thetafunktionen von der zweiten Ordnung beschränken, 
die von den Quadraten und Produkten von 'T'hetafunktionen erster Ordnung 
gebildet werden, so gilt der besondere Satz (l. ec. S. 217), daß sich jedes 
T'hetaquadrat 9,((o)) durch höchstens acht andere 'T'hetaquadrate, dagegen 
ein 'T’'hetaprodukt 9, ((®)) 9,((o)) durch höchstens vier Thetaprodukte mit 
derselben T. Ch. [mn] darstellen läßt. 

Die Aufstellung der Thetarelationen geschieht nun so, daß man 
(rleichungen mit unbestimmten Koeffizienten ansetzt und die Koeffizienten 
ermittelt, indem man die Argumente &, durch verschiedene halbe Perioden- 


systeme I ar, IA, ... ersetzt, die zu den P. Ch. (7), (s),... gehören, wobei 
die Formeln (St. A. F. S. 213, Gl. 40, gebildet für U,=0) anzuwenden sind. 
Wir verzichten in den folgenden Relationen der Einfachheit halber auf die 
Angabe der Vorzeichen der einzelnen Glieder und deuten dieselben nur durch 
+ an. Zur Abkürzung setzen wir eine 'T'hetafunktion 9,((w)) = ©, und wie 
früher 9,,((0))=c,, so daß die zu ungerader T. Ch. gehörigen Werte c, und 
°,, gleich Null sind. 


*) Weber, A. F. S. 35 —44. Schottky, A.F. SS. 25, 35 —43. 











Stahl, die Abelschen Funktionen von drei Variabeln. 191 


Wir beginnen mit den Relationen zwischen Thetaguadraten. Zunächst 
sind die Quadrate der acht T'hetafunktionen mit den primitiven Indizes 
0,&,/,.... (t linear unabhängig. Denn bestände eine Gleichung von der 
Form „4 9= ‚ so würde die Substitution = 54; ergeben, daß 
(,„=0 ist; es wären daher sämtliche Koeffizienten Null. Hiernach läßt sich 
jedes andere Thhetaquadrat durch die acht fundamentalen T’hetaquadrate aus- 
drücken. Eine erste solche Formel ist 


/ E 2 Kr xy 1 E > 
( Ay u Fr 0 ZE a ( 7 G, ® 
Diese neungliedrige Gleichung reduziert sich auf eine sechsgliedrige. Denn 
: . 1 . | . 
setzt man », gleich 0, gleich , .4; und gleich „ 47, so findet man (,-0,,=0, 


l » 
„ Setzt man ®,—,A/; dann folgt 


(,„=0. Zur Bestimmung von Ü 


U,Cu,=+0.4 ver UG,=c, O,=+e.,. 


kuYaku a Lu 2 2. 


Daher 


(1.) a, = 2. +4,98. 


a,ß.r, 5 > ALU 
Auf demselben Wege findet man als zweite Formel 


(2.) C 0. 3 + (J)", 


“ru m Tarıu 1 
a, 3,7, 0,0 


Aus diesen ergeben sich weitere Formeln, indem man zu », die Größe 
- A, addiert. Es ändern sich alsdann die Charakteristiken der T’hetafunktionen 
um den Index 7, während die Koeffizienten (mit Ausnahme der Vorzeichen) 
ungeändert bleiben. Man erhält so aus (1.) und (2.) 


a 2a x 2 22 
(1 .) Nr > Fl # TE A 
; a,3,7,0,2 
‚Ja 2 2 FOR x ‚2 £ ? 
(2 .) Cu G,; _ u 2 Caxı.u Ga . 
a,0, y, 0,0 


Wir betrachten ferner ZAelationen zwischen Thetaprodukten. Sind wieder 


> 


2,9... 40,0 die acht primitiven und »n,p,g beliebige aus ihnen zusammen- 
gesetzte Indizes, so kann man die Formel ansetzen 


C,0,0.,= 2 0.9, 0. 


mp Ba 
! 1 5 


l ” 
„.4”: dann folgt 


Zur Bestimmung der Koeffizienten setze man wo, = 
= t+[,0 


-Ppg 


(' 


pg‘ am 


C Man erhält so die 


\ Y 
anpg odeı ( PQ — CyCpg3 ( a . » ( LM 7 


mpg . 
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sehr allgemeine Formel 
(3.) PROSOR : 10ER 0 Y- 9,9 


1 mp» ın« al antD op At 
pa m} Fee pa op q 


Bu .0 . 
;„.4; die weitere 
(3°.) LOW CreR - Fre u 0,0 


U”pg mpr mg? u, 0 am Campg apr -agr® 


und durch Vermehrung von ®, um 


Indem man »n, p, qg bestimmte Werte gibt, erhält man aus (3.) eine Reihe 
von speziellen, viergliedrigen Formeln; die Werte von m,p,g sind in 
Klammern beigefügt: 


(4.) P = r > Cain Casiu Gin ER "= 0 . (Au,Au, hu) 
(9.) R = 5 u LER Cyxu RR =(. (#4, »A,xu) 
(6.) - 2, $ Caödar € adxu u 2 rn 0 ‘ (23,024, dxu) 
(7.) Co ru G, G,; er a 3 >. C ud Cadau O5; Osiu (dx, dz,a3r2) 
(8.) CoCyru G, Gau = + Cayzu Osdxu O I pda . (ayu,ayu, 304) 
(9.) CoCyiu Iasu Iaru = = El Che Bat Ort: (aru,a8,70) 


Aus diesen leitet man weitere Formeln ab, wie (3°) aus (3.), z.B. 


(5°.) 1 = ‘ 2 Car € au G, GI, — 0, (r=xJ) 
(6'.) C52r Cru G, G;u is = > Cuö24 Cadzu O, Gin: (r=dr)) 


Es ergeben sich nun algebraische Relationen, wenn man die allge- 
meinen Argumente &, durch die speziellen v«,=u7* und zugleich die un- 
geraden T'hetafunktionen 9,((w)) nach (22.) $9 durch e/,YH,!H}, ersetzt: 
man kann ferner noch S=x, (())=0, 9,,,((0)) = c,,, setzen. Wir führen 
nur diejenigen Formeln an, die im folgenden Paragraphen benutzt werden 
und fügen hier die Vorzeichen der Glieder hinzu. 


(10.) Aus BE = Al — 1) 8c,., Corn Carla A.) =. 
(11.) Aus (6'.): TR = I 1)” ° Copy Cara Carla a, 


(12.) Aus (9.): 


y- i a 2 »i+alö+#y[. u. 
( Vera ( adu ( Bar (— 1) [< a; PR y 6x | ayı 35.” Ca3% yoA Coyx Czör)» 
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s 12. Bestimmung der Thetakonstanten durch die Klassenmoduln.*) 


Die Formeln von $ 11 dienen nun zur Lösung der Schlußaufgabe, 


die Verhaltnisse der Größen Co, 1, dureh die Klassenmoduln (vgl. $ 1), 


. 
zh]) 


nämlich (@,,d,, €,)s +: (4, d.,c,) oder auch durch die 35 Größen /,;. und 


die 7 Größen g, darzustellen. Wir setzen zur Abkürzung 


(1.) CyrurCo — Oriu 
und 
(2.) Ile 995, BI NIu> I: 
ferner 
(3.) Me), IMeud=e, Mes)=e, 
(4.) Ha) Ned Mha)=f 


wo die vorderen Produkte über alle dreigliedrigen Indizes, die 24 enthalten, 
die mittleren über alle 15, die z enthalten, die letzten über alle 35 über- 
haupt erstreckt seien. Dann folgt 


(9.) e203€,€5 e„ereu a g als f; ls Ef, ” 


Aus der Vergleichung von Beziehungen, die einerseits aus den T'heta- 
relationen, andrerseits rein algebraisch gewonnen wurden, ergeben sich nun 
Gleichungen zwischen den Größen e,,,., /,, /,, einerseits und /,;,, 9, andrerseits. 


1. Vergleicht man (10.) $ 11, nämlich 


y 70a 2 
2 (- 1) Carr earu‘ abyı I, 1, 0 


a,9.y,o 


| 


mit Gleichung (4.) $ 3, nämlich 


2 [DW ,H)=0, 


7. j 
a, 7’ » 


so erhält man 


7 = ri,zl. If3,5; 


an Caru Caiu Crlu 

oder wenn man die Indizes vertauscht 
(6.) Caßry ER) Card 27 Ö ri, I; I. Fa ’ 

wo r ein von den Indizes unabhängiger Proportionalitätsfaktor ist. 


*) Schottky, A. F. S. 25—35, 38—43. 


Journal für Mathematik Bd. 130. Heft 3. 
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Setzt man die Größen /,,. aus (6.) in (4.) ein, so folgt 


Te) PR, = 


ee ? 





3 
i 3515 f__ ,8 
- ] ud ya 


3 
> 
ex 


da ferner, wie leicht zu sehen, 


(74 ) ee Cu tru 
\ [2 


Ole uerlu 


a D 2 ww # er > 
Zi ad, € aas* ays* Ay ’ 


so folgt aus (6.) 


(8 ) ” n ey) Pu u 
5, ie 
\ zhu „eie l. l; ‚d 


u” lee 
2. Wir entnehmen aus $ 11 die Gleichung (12.), nämlich 


fk 2  : „i+tad+ Ay 
& ‘E url € as‘ ufy Tan 1) 


> > > > En ) .P > > v 
(‘ zay aa’ eraatırd Cyaptryötiay‘ 159) . 


Nun ist nach (6.) 


2 i. 2 l; lea, ydı‘ you Eau ediu I 
ö [, i. Erw CaBi 'apu e, Afi € iu ) 
r, I, l, ER u 


rllzdzfiss: € j / 


‘ 
oya  ayuvaxıuı "yzu) 


RSz Ezöu deu deu 
daher 


472 D » » f 2; P 3 Ezay 2% @Laßelyd 
/ Tzaslarsliar]ıas ” B; un” 


> pP > - 
Eur uadeupy 


+? p ezaß®rrd@layei5ß 
Farin xs5 Faas fin =lı eu u 


> > > m 
Furl @uad Curry 


Iiernach nimmt die Gleichung (9.) die Form an 


}) 


, l? 


u = © rt (— 1)* ‚Sig Ei ia Tray Fass u Eu [255 Tras fays . 


Die Vergleichung mit (15.) $ 1 gibt 


(10.) -e,b,=rtg,, 


ua u 


und wenn man für u setzt «@,/,y,0,2,4,.u und das Produkt bildet, 


2, e—r"l”g. 
4 


Nun erhält man aus (7°) in Verbindung mit (11.) die Gleichungen 


+ 3 
{ 13*®,) PER f "RP } f 
9 I 


42? 
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ferner aus (7’.) in Verbindung mit (10.) und (12”.) 


SE /, 
(13%®,) er Beil 


4 AR > ’ 


und aus (7’.) in Verbindung mit (10.) und (11.) 


(14.) 0? ee [924 


al 
(]" 


Endlich ergibt sich e,, Nach (14.) ist 


u” 


14 2 & R + + u. E y 
Cr zu Fiu g' GI Yulerlaulr 


und nach (10.) und (12”.) ist 


ua ık 


Bi Er ‚14 36 f 
ee ET FIN IT 


Führt man hieraus den Wert von "757 


uU 


ein m (8.), so folgt 


gi Yufarfeufau 


4 Ex Ci Culziu 


oder da nach (13) 
e,„e,Cu g"’ PIE I: Ius 
schließlich 


(19.) iR Su f I«919uTrulxulin 
| g l»Falulzau 


Wir formen dies noch etwas um; ebenso wie (7'.) hat man 


AL a 
fafıfafan  TearlaroTröaldus- 


Daher geht (15.) über in 


4 _ IePYufe faifı f 


Cru a fer la 3; 13,5]; S /8 15 ® 


löst man Sy faus au in ihre Faktoren auf, so erhält man mit Hilfe eines 


Proportionalitätsfaktors o 


(16'.) G=0°’9 
und 


f l ‚4 u » a ’ » » » » » 
(16°.) ( „u 09, IrIulzsalarslxır Tmrölxualzu anrlan inc] 


. » 
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d.h. abgesehen von dem Faktor oe stellen sich die vierten Potenzen der 
c, und c,,. als ganze homogene Funktionen der sieben Wertsysteme 
(@,, bu; Ca); .. (du, Dan u) dar. 

3. Es bleibt noch die Größe /,, zu bestimmen. Die Vergleichung 
von (11.) $ 11, nämlich 


mit (5.) $ 3, nämlich 


HN, . Ss f I(— 1 y’ "959; l3,5 FR N Iran H,| 


0.,9,7 


gibt 


/ » a » . Odyntärırlani 
ni. Pyh / 
»439I; 13,9 Var Vanı rar on, a. 


eduzedur 


und, wenn man (13”.) und (8.) benutzt 


m U fr 929% 
17. Din IR, 
( ) al. fg’ far 


Dureh (16.) sind die Größen «, und c,,., durch (17.) die Größen /,, durch 
Proportionalitätsfaktoren und die Klassenmoduln dargestellt. 














Die Theorie der Zahlstrahlen. 


Von Herrn Rudolf Fuweter aus Basel. 


Einleitung. 


Unter dem „Jugendtraum Aroneckers“*") versteht man das 'T'heorem, 
daß man jede algebraische Gleichung, die im Rationalitätsbereich eines 
quadratischen imaginären Körpers eine AÖbe/sche Gruppe hat, durch Ein- 
heitswurzeln und durch Wurzeln der Gleichungen der komplexen Multipli- 
kation lösen kann. Die Gleichungen der komplexen Multiplikation sind 
dabei jene Gleichungen, denen die vollständige Invariante,””) die aus der 
Theorie der elliptischen Funktionen entspringende Modulfunktion, genügt, 
falls man nur ihr Argument die Zahlen der imaginären quadratischen Zahl- 
körper durchlaufen läßt. 

Dieses T'heorem beantwortet einen Spezialfall eines allgemeinen, gegen 
dessen Lösung die vorliegende Arbeit hinsteuert. Dieses läßt sich folgender- 
maßen formulieren: Gegeben ein (alorsscher Körper 4%. Dann gibt es ein 
Funktionensystem, das die Wurzeln aller Abelschen Gleichungen im Ratio- 
nalitätsbereich 4 liefert, falls nur das Argument jeder Funktion alle Zahlen 
eines bestimmten, zur Funktion gehörenden und in % enthaltenen Bereichs 
durchläuft. ***) 


*) Vergl. Kronecker: Bericht der königl. Akad. der Wiss. zu Berlin. 1877. 8. »51. 
l’estschrift zu Aummers Doktorjubiläum (Crelle Bd. 92). 8.671. Hilbert: Über die 
Theorie der relativ-quadr. Zahlkörper. Jahresbericht der deutsch. math. Vereinig. Bd. VI. 
Math. Probleme. Göttinger Nachrichten der k. Ges. d. Wiss. 1900. S. 277. 12. Problem. 

**) Weber: Ellipt. Funktionen. (1591.) S. 124. 

***) Vergl. Hilbert: Mathemat. Probleme a. a. ©. Dort wird besonders auch auf 
die große Bedeutung hingewiesen, die das Problem für die Funktionentheorie hat. 
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Der Reiz der Beantwortung dieser Frage liegt darin, daß daran 
Funktionentheorie, Algebra und Zahlentheorie gleichermaßen beteiligt sind. 

Die Funktionentheorie liefert die Kxistenzbeweise. Wie schon in der 
elementaren Algebra der Beweis von der Existenz der Wurzel einer alge- 
braischen Gleichung im Gebiete der komplexen Zahlen von der Funktionen- 
theorie geliefert wird, so gibt sie uns hier die Existenz von algebraischen 
Gleichungen mit ausgezeichnetem Charakter, d. h. sie gibt uns zu gegebener 
Gruppe und Diskriminante in einem Körper % die zugehörige Gleichung. 
Wir werden auch sehen, daß sie uns in der Zahlentheorie die Existenz einer 
bestimmten möglichen Anzahl von Geschlechtern liefern wird, in die man 
ein gewisses System von Klassen von 4 einteilen wird. 

Die Algebra gibt uns die Gruppe und damit den Begriff der Irre- 
duzibilität. Die Gruppe liefert zugleich die Zerfällungsgesetze der Prim- 
zahlen, wie die grundlegende Arbeit Z/rlberts”) gezeigt hat. 

Die Zahlentheorie endlich gibt den Zusammenhang zwischen Diskrı- 
minante und Gruppe und damit das bindende Glied zwischen Alyebra und 
Funktionentheorie. Ihr gelingt es schließlich, den Beweis der Vollständigkeit des 
dureh die Funktionentheorie gelieferten Systems von Gleichungen zu geben. 

Die vorliegende Arbeit ist rein zahlentheoretisch. Sie supponiert stets 
die Existenz von Gleichungen mit bestimmter Gruppe und bestimmter Dis- 
kriminante und entwickelt hieraus eine 'T'heorie dieser Gleichungen. Diese 
T'heorie wird so weit geführt, daß sie in dem Falle, wo Funktionentheorie 
und Algebra schon das Ihre getan haben, nämlich im Falle der komplexen 
Multiplikation, ausreicht zum Bewerse des Kroneckerschen Jugendtraumes. 
Worin besteht nun diese "Theorie? Die wesentlichen Züge derselben sind 
die folgenden: 

Schon Aronecker””) hatte die Vermutung ausgesprochen, daß die 
telativdiskriminante des Klassenkörpers der komplexen Multiplikation in 
bezug auf den zugehörigen quadratischen Ring (bezw. Ordnung)”””) nur die 
Primzahlen von dessen Diskriminante enthalten könne. Diese Aussage wird 
dahin präzisiert, daß die Relativdiskriminante jener Körper nur die Primzahlen 


des Führers des zugehörigen Ringes enthalten könne. 


*) Hilbert: Theorie der algebr. Zahlkörper. Bericht der deutschen Math. Ver- 
einigung. Bd. IV. Zweiter Teil: Galoisscher Zahlkörper. 8. 247 ff. 
**) Kronecker: Bericht der königl. Ges. der Wiss. zu Berlin a. a. 0. 
“*) Vergl. Weber: Ellipt. Funktionen. 14. Abschnitt. S. 423 ff. 
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Ebenso nimmt die allgemeine Theorie alle verschiedenen Primideale 
der Relativdiskriminante der gegebenen Abeischen Gleichung in bezug auf / 
und bildet mit dem Produkt derselben den Führer eines Zahlstrahls.”) 
Derselbe ist ein gewisser Bereich von Zahlen, der mittels des Führers genau 
definiert wird, und der in den einfachsten Fällen ein regulärer Ring oder 
selbst ein Körper werden kann. 

Dieser Begriff des Strahles hat sich für die ganze 'T'heorie als von 
größter Wichtigkeit herausgestellt. Der erste Abschnitt der vorliegenden 
Arbeit beschäftigt sich mit Sätzen über diesen Strahl. Vor allem muß seine 
Klassenanzahl durch den Relativgrad der gegebenen Gleichung teilbar sein, 
und man kann Klassen derselben angeben, deren Abelsche Gruppe mit der 
Gruppe der Relativgleichung holoä@drisch isomorph ist. Der größte Relatır- 
körper, dessen Relatiwdiskriminante keine andern Primideale enthalt, als die 
ın den Führer eın für allemal aufgenommenen, hat die Klassenanzahl des 
Strahles als Relativgrad und die (Gruppe der Strahlklassen sur (Gruppe, Ich 
nenne ihn den Stern » des Führers f, da n alle möglichen Strahlen ver- 
einigt für einen gegebenen Führer. Das anfangs ausgesprochene Problem 
kann aber auch so formuliert werden: Es «st die Ewistenz des Sternes #® zu be- 
wersen. In dieser T'heorie ist die alte Theorie des Alassenkörpers vollständig 
enthalten. Derselbe ıst eın » des Führers (1)."*) 

Als Beispiel diene für den Strahl mit dem Führer (») (p eine Primzahl) 
im Gebiet der rationalen Zahlen die Angabe, daß die p-ten Einheitswurzeln 
den gewünschten * mit dem Führer (p) liefern. Dagegen liefern die p-ten 
Einheitswurzeln zusammen mit der zum Ring mit dem Führer (p) gehörigen 
Klassengleichung der komplexen Multiplikation den gewünschten * mit 
dem Führer (p) im Gebiete des quadratischen imaginären Körpers. 

Außer diesem Teile der zahlentheoretischen Theorie unserer Glei- 


*) Vergl. Kap. II der vorliegenden Arbeit. 
**) Uber die Theorie der Klassenkörper siehe Hilbert: Über die Theorie der relativ 
Abelschen Zahlkörper. Gött. Nachr. 1598, S. 370 und Acta math. Abel-Festband, 26. Bd. 


S.99. Nachdem hier die Theorie beeründet wurde, ist sie allgemein bewiesen worden 
von Furtwängler in den Arbeiten: Ph. Furtwängler: Über die Konstruktion des Klassen- 
körpers für beliebige algebraische Zahlkörper, die eine /-te Einheitswurzel enthalten. 
(sött. Nachr. 1903, S. 202 u. 282. Derselbe: Die Konstruktion des Klassenkörpers für 
beliebige algebraische Zahlkörper, Gött. Nachr. 1904, 8. 173. Siehe auch den Satz 4 
auf S. 195. Zu dieser Theorie hat auch beizutragen gesucht: F. Bernstein in den Göttinger 
Nachr. 1903, S. 46 u. 305. 
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chungen ist aber auch der Zerfällung der Primzahlen ein großes Interesse 
zu schenken. Und hier wieder ergeben die Klassen des Strahls die ent- 
scheidenden Gesichtspunkte. Die in der Relativdiskriminante aufgehenden 
Primzahlen unterliegen nämlich gewissen Kongruenzbedingungen, die im 
I. Teil der vorliegenden Arbeit auseinandergesetzt werden und dort eins der 
für den II. Teil wichtigsten Resultate ausmachen. Mit Hilfe derselben 
gelingt es, ein gewisses System von Klassen, das sogenannte Felatırstrahl- 
klassensystem in Geschlechter einzuteilen. Der Hauptsatz des II. Teils ist 
dann der Satz, daß nicht alle überhaupt möglichen Geschlechter existieren, 
sondern nur ein bestimmter Teil, genau wie in der elementaren Theorie des 
quadratischen Körpers. Daß dieser noch übrig bleibende Teil von Ge- 
schlechtern existieren muß, ist von der Funktionentheorie zu zeigen, ein 
Beweis, wie sie ihn im Falle der komplexen Multiplikation wirklich liefert. 
Ks folgt dann, daß die Zerfällung der Primideale nur von der Klasse des 
Strahls abhängig ıst, in der dieselben liegen. 

Der Satz, daß aber nicht alle überhaupt möglichen Geschlechter 
existieren, ist in gewissem Sinne nichts anderes als das Aexrprozitätsgesertz. 
Durch den Existenzbeweis des Sternes » wird also zugleich auch das allge- 
meinste Reziprozitätsgesetz gefunden. 

Die soweit durchgeführte Theorie des Strahles, bezw. Sternes erlaubt 
dann, das zuerst genannte Problem zu lösen, falls das Funktionensystem so 
erforscht ist, wie es im Falle der komplexen Multiplikation ist. Zunächst 
erlaubt der Satz über die Geschlechter den Beweis, daß die Relativdiskri- 
minante der Gleichungen der komplexen Multiplikation nur die Primzahlen 
des Führers des zugehörigen Strahles bezw. Ringes enthält. Denn wir 
kennen die Zerlegungsgesetze aus der Funktionentheorie. Andere Primzahlen 
in der Diskriminante als die des Führers würden aber ein Geschlecht geben, 
das nicht existieren darf, dessen unendlich viele Primideale des quadratischen 
INörpers also nicht zerfallen dürfen, was gegen das Zerlegungsgesetz wäre. 
Damit ist dann aber die Existenz des Sternes bewiesen, und die weitere Theorie 
des Strahles beweist, daß es auch nur eın solches System geben kann. 

Da die Funktionentheorie erst in den beiden einfachsten Fällen die 
Funktionen geliefert hat, die unser erstes Problem erledigen, so schwebt 
unsere ganze Theorie in der Luft.”) Ich habe deshalb jeweils die Anwendung 


*) Vergl. den Vortrag von Blumenthal, gehalten auf der Jahresversammlung der 
deutsch. Math. Vereinigung in Kassel 1903. 
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im Falle der komplexen Multiplikation angefügt, da dieselbe das inter- 
essanteste, bis jetzt bekannte Beispiel liefert. 

Noch ein Wort über die Bezeichnungen und Begriffe. Ich habe den 
Hilbertschen Zahlbericht*) als „standard work“ betrachtet und mich ganz 
an die dortige Bezeichnung und Begriffsbildung gehalten. Auch meine 
Verweise gelten fast immer nur jenem Werk, da man ja dort leicht die 
weitere Literatur wird finden können. 


Für den Leser habe ich zu besserem Verständnis an den Kopf jedes 
Kapitels das Hauptresultat desselben gesetzt. 


I. Teil. 
I. Kapitel. Vereinfachung. 


Hauptsatz: Jede algebraische Gleichung, die in einem (Gal/oisschen 
Körper k vom Grade m als Rationalitätsbereich eine .Ibe/sche Gruppe besitzt, 
läßt sich zurückführen auf ein System von Gleichungen mit folgenden Eigen- 
schaften: 

a) ihre Koeffizienten sind rationale Zahlen; 

b) der Grad ist eine Primzahlpotenz; 

c) die Gruppe der Gleichung ist in 4 eine Abdelsche und ihre Basis 
besteht aus höchstens m Substitutionen, alle von demselben Grade. 

Komplexe Multiplikation: Jede algebraische Gleichung, die in einem 
quadratischen Körper als Rationalitätsbereich eine Ade/sche Gruppe besitzt. 
läßt sich auflösen durch eine Reihe von Gleichungen mit folgenden Kigen- 
schaften: 

a) die Koeffizienten der Gleichung sind rational; 

b) der Grad ist eine Primzahlpotenz; 

e) die Gruppe ist zyklisch in %. 

1. Es sei 

(1.) 9 — 9, 9"4+9,07° - ..— (- 1)" 9, = 0 
eine algebraische Gleichung vom »-ten Grade, deren Koeffizienten Zahlen 


irgend eines algebraischen Körpers sind. Wir wollen im folgenden die 


*) Hilbert a. a. O. Das schon anfangs zitierte Werk /Hlberts im Bericht der 
deutsch. Math.-Vereinig. Bd. IV wird in der Folge stets kurz als „Zahlbericht“ zitiert werden. 


Journal für Mathematik Bd. 130. Heft >. )7 
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Theorie des Körpers (9) entwickeln in bezug auf einen Körper k, falls die 
Gruppe von (1.) in k als Rationalitätsbereich eine Adelsche ist. Wir be- 
trachten somit das zahlentheoretische Verhältnis jedes algebraischen Körpers 
in bezug auf einen andern, wenn seine G@alorssche Gruppe im letzteren eine 
Abelsche ist. 

Wir zeigen zunächst, daß sich die Gleichung (1.) auf ein System 
von Gleichungen mit bestimmten Eigenschaften zurückführen läßt, so daß 
dureh alleinige Behandlung einer Gleichung des Systems auch die Theorie 
von (1.) gegeben wird. Erst diese Gleichungen stehen in einem einfachen 
und durchsichtigen zahlentheoretischen Zusammenhang mit dem Körper %. 

Zunächst können wir annehmen, die Gleichung (1.) habe eine zyklische 
Gruppe, da wir Abelsche Gleichungen immer auf solche zurückführen können. 
Ferner kann » immer zu einer Primzahlpotenz gemacht werden. Die zyklische 
Substitution von (1.) werde mit S bezeichnet. 

2. Wir denken uns den Körper & als einen Galorsschen. Durch 
Adjunktion seiner konjugierten erreichen wir dies immer. Sein Grad sei ın. 
seine Substitutionen: 


a 1, 22; 535 549 re Is 


In diesem Körper hat (1.) eine zyklische Gruppe. Wir setzen fest, 
daß © eine den Körper (k, 0) bestimmende Zahl sei. Die aus (1.) ent- 
springenden m Gleichungen: 


(1‘.) (S; 9)" 5, £ 1 (Ss; G)" 1 + S; F, (s; er" de. (— 1)” S; I, ü 0 
(=1,2, 3, ... m) 
sind ebenfalls relativ Abelsch zu k. Dabei bedeute s,© irgendeine bestimmte 


der m Wurzeln von (1'.). Wir bilden die m elementar-symmetrischen Funk- 
tionen der Größen: 





s,0=09, 509, 509,..3,0. 

‚le diese elementarsymmetrischen Funktionen ergeben zusammen mit k eimen 

Rationalitätsbereich, ın dem der ursprüngliche Körper (0, k) enthalten ist. 
Denn da © eine den Körper (9, %k) bestimmende Zahl ist, genügt sie 

einer irreduzibeln Gleichung vom m.n-ten Grade. Wenn aber die m ele- 

mentarsymmetrischen Funktionen einen Körper von niedrigerem als n-ten 

Grade bestimmten, so würde ja © einer Gleichung von niedrigerem als n- m-ten 


Grade genügen. Also ist der Körper der elementarsymmetrischen Funk- 





q 


B 
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gegenüber allen 
Substitutionen von & ungeändert bleiben, ist er prim zu 4. Kr gibt somit 
zusammen mit k einen Körper von wentgstens n- m-tem Grade. Hieraus ergibt 
sich sofort, daß dieser Körper mit dem Körper (/, s,9, 5,9, ... 5, 0) identisch 


ist, der den ursprünglichen enthält. 


tionen wenigstens vom Grade n. Da seine Zahlen ferner 


3. Es sei e, eine der obigen elementar-symmetrischen Funktionen. 
Dann genügt e, emer wrreduzibeln Gleichung mit rationalen Zahlen als Koef- 
fizienten, die in k eine Abelsche ist. Die Abelsche Gruppe besteht aus höchstens 
m syklischen Substitutionen, deren Grade Teiler von n sind. 

Die erste Behauptung geht aus der Konstruktion sofort hervor, Die 
Beschaffenheit der Gruppe erkennt man folgendermaßen: 

Es sei 5, die Substitution der Gleichung (1). Man erhält dann 
durch: 


I =... 


it L 





Hu 


ein System von Zahlen, deren symmetrische Funktionen sicher in / liegen. 
Also muß die Gruppe von e, in bezug auf & sicher ein Teiler von der 
Gruppe: 


Sr 2: ... Noel en VD, 1. 2. ... st 


m 





nu 


sein. Diese Gruppe ist aber Abelsch, somit jeder ihrer Teiler auch, wodurch 
die Behauptung erwiesen ist. Der Grad der Substitutionen >, ist aber n: 
also ist auch die letzte Behauptung erwiesen. 

4. Wir haben in den vorigen Abschnitten die Lösung der Gleichung 
1.) auf die Lösung einer Reihe von Gleichungen 

(2.) 2,0, +. (1) o,=0 

zurückgeführt, die sich folgender Eigenschaften erfreuen: 

a) die Zahlen w,, @,,...o, sind rationale Zahlen: 

b) der Grad » ist eine Primzahlpotenz; 


ec) die Gleichung ist relativ Abe/sch in bezug auf 4, und hat höchstens 
n von einander unabhängige Substitutionen. 
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Die Substitutionen dieser Abeischen Gruppe seien: 
N; De; o.. S, (z We m). 


Der Körper (2, 4) ist ein Galorsscher. Seine sämtlichen Substitutionen 
sind gegeben durch 


y- v, 1, 
N = 1, 2, ... N, 
YSrı St, Ntx nn 
ei l 2 v.. x r 
EEE 
Mn 








Somit ist stets: 


sS—=N's. 
ı ı) 


wo 5,’ irgendwelche Potenzprodukte 5783... 57” sind. Aus dieser Glei- 
ehung folgt sofort: 
S; St —— SYS. 


Die Substitutionen S und S’ müssen aber den gleichen Grad haben. Hieraus 
folgt, daß wir durch Bildung der symmetrischen Funktionen von 2 mit 
allen relativ konjugierten, deren Substitutionen gleich hohen Grad haben, 
schließlieh zu Gleichungen gelangen, mit den Eigenschaften a) b) e) und 
überdies der Eigenschaft d), daß ihre sämtlichen Grundsubstitutionen den 
gleichen Grad haben. 

5. Wenn z, die Anzahl der unabhängigen Substitutionen S;, Sa, ..-, 
größer oder gleich ist dem größten Exponenten einer der Substitutionen s,, 
so läbt sich das Problem noch weiter vereinfachen. Man kann nämlich 
setzen, wenn s irgend eine der Substitutionen s,s,,...s„ ist vom Grade vr, 

ss =S,5, 
sS,=S;s, 


5 NS — NS 


u ut+1 Se 


Hieraus folgt sofort: 


oder wegen s"—=| 


I 
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Wir wollen aber diesen allgemeinen Fall nicht weiter verfolgen, 
sondern den Fall der komplexen Multiplikation noch näher ins Auge fassen. 
In diesem Falle it m=2, und nur eine Substitution s vorhanden: 


2 
S maus! 


Nach (3.) hat man höchstens 2 unabhängige Substitutionen S, und 8; 
vom Grade n. Man kann jedoch in diesem Falle immer die Gleichung (2.) 
auf 2 Gleichungen mit zyklischen Gruppen ın k zurückführen. 

Ist nämlich 


Rn. = 'r, i 
Ss», =D 4 


wo «, irgend eine ganze rationale Zahl ist, so wird der Körper der elementar- 
symmetrischen Funktionen von 


2,82 ED..STQ 


170 Diamond 

zyklisch in & sein, und da die symmetrischen Funktionen in bezug auf s 
invariant sind, wird der Körper auch wieder durch eine Gleichung mit 
rationalen Koeffizienten gegeben sein. 

Ist dagegen 

S D, = »D S 

und 5 keine Potenz von S,, so sei 

a) n prım zu 2. Es wird, wegen s—=1, die Beziehung existieren 


Ss S — N, N 2 
ferner ist S sicher vom Grade n. Wenn 
S = 87:83: 


so dürfen deshalb nicht beide x, und x, einen Teiler mit » gemein haben. 
Wir betrachten die beiden Substitutionen 


' co 17 L Sie 
D = D, Ne) und > m Dj » 
oder 
N Sı tz N SN'— u N, 


Ist x, zu » teilerfremd, so bilden S’ und 5” wieder eine Basis der 
durch S, und 5, gegebenen Gruppe. Denn es ist. 


Ü cn 
D; _ (D D P 
I 
/ cH._ ! 2m! Hal? ' 0 PR ! x, 
S, neun (N S y S2azı —_ Ss a aa'zı U a a'az, 


4 
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wenn a und «' den in diesem Falle stets lösbaren Kongruenzen genügen: 


2Za=l(n); 20,d=1(n). 





Ist dagegen x, zu n nicht teilerfremd, so muß x, diese letztere Kigen- 
schaft besitzen, und es wird ebenso (da n ungerade ist) auch («+ 1) oder 
x, —1 zu n teilerfremd sein. Je nachdem bilden 5’ und S, bezw. 5” und 8, 
eine neue Basis. 

Stets aber wird nun die neue Basis anders beschaffen sein als die 
alte, da 

ss; st" 
Wir haben das Problem also auf den zuerst betrachteten Fall zurückgeführt, 
daß S eine Potenz von 5, sei. 


b) n eine Potenz von 2. x, oder x, sind ungerade, wenn 
= 88%, 

Ist x, ungerade, so darf man 5 direkt als S, annehmen und hat 
ss, =N58, 
= N8. 


Wir haben den merkwürdigen Fall, daß die Substitution sS, eine 
Substitution 2n-ten Grades ist. Denn es ist 


(sS,)” = 5 S, 5 S, pe N,” S, ums DS 


und S,S, ist nach Annahme vom Grade ». Wir nehmen eine den Körper A 
bestimmende Zahl 2 und bilden die elementar-symmetrischen Funktionen von 


2,882, (S82,..88)702 


und von diesen bilden wir wieder die symmetrischen Funktionen mittels der 

Substitution s. Diese bleiben dann in bezug auf s und 5,5, ungeändert 

(da sS, = 988,5). Dagegen ändern sie sich für S, (bezw. S,, was auf 

dasselbe hinauskommt, da für diese Zahlen S,S%;=1, also S,=S7' wird). 

Sie bestimmen einen Körper »-ten Grades mit den gewünschten Eigenschaften. 
Nachher machen wir die gleiche Operation mit 


’ Owl Y —1\2 t Q—1\n—1 
2, DD “2, (8,8; 2, u... (8185 )" 2. 


Diese Werte genügen dann einer Gleichung vom n-ten Grade, deren 
Substitution S,(=®,) ist. Allein die beiden so konstruierten Körper n-ten 
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Grades haben den gleichen Unterkörper 2. Grades. Denn es ist für die 
Zahlen derselben 
8-1, 
also 
D, S, — S, ei 
Dagegen können die beiden Körper nieht mehr Körper gemein haben, 
da ja für den zuerst konstruierten Körper (wegen S,=S7'): 


j ! Mr Lund a 
Ss D; — D] Du 


für den zweiten dagegen (wegen S,=;) 


welche Gleichungen nur übereinstimmen für die Zahlen des Körpers S) 1. 
Um den noch fehlenden quadratischen Körper zu erlangen, bilden wir den 
zu % relativ biquadratischen Körper, mit den Substitutionen: 


9 SR Sn; 5,8. 


Derselbe hat nur einen quadratischen Unterkörper mit den obigen Körpern 
gemein. Er gibt also mit ihnen zusammen den gewünschten Körper. 

Dieser biquadratische Körper ist aber relativ zyklisch in bezug auf %. 
Denn er ist gegeben durch: 


I \ ‘2 ı\2 GC 13 ‚oe. ‚g 
1 , > == Ss D, , A) [— (3) == D, Da ‘ > m (5 S,) m 0 Dy, 
und es wird 


’ ) Y 4 4 
s»> u Di 2. D, Se Ss u Ss 6 «N eu 3 . Ss 


4 


also haben wir durch lauter zyklische Relativgleichungen den genannten 
Körper erhalten. 

Ist dagegen x, gerade, so ist «, ungerade, und ©,+1 oder «,—1 nur 
durch 2 teilbar, nicht aber durch 4. Je nachdem nehme man S,S oder 
S,S' und bilde mit der betreffenden Substitution die relativkonjugierten 
von 2. Ihre elementar-symmetrischen Funktionen genügen dann einer 
zyklischen Gleichung 2n-ten Grades mit der Substitution 


D=S$N, 
in bezug auf k (denn es ist jetzt S; = 3”, x eine bestimmte ganze rat. Zahl). 


Wir haben somit in allen Fällen den Satz: Jede algebraische Gleichung, 
die in einem quadratischen körper als Rationahtätsbereich eine Abelsche Gruppe 
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besitzt, laßt sich auflösen durch eme Reihe von Gleichungen mit folgenden 
Eigenschaften : 

a) die Koeffizienten der Gleichung sind rationale Zahlen; 

b) der Grad n ıst eine Primzahlpotenz; 

c) die Gruppe ist zyklisch in k. 

Um deshalb unnötige Komplikation der Bezeichnung zu vermeiden, 
werden im folgenden auch für den Fall des allgemeinen Körpers / 
Gleichungen vom Typus des letzten Satzes behandelt werden. Wir setzen 
die Gruppe der Gleichungen also als zyklisch voraus. Es haben jedoch 
die zu entwickelnden Methoden ihre ganz gleiche Anwendung im allgemeinen 
Fall, der deshalb nicht im geringsten mehr Interesse erfordert als der, der 
allein genau entwickelt werden soll. 


Kapitel II. Der Zahlstrahl, 


Hauptsatz: Im Kongruenzstrahl ist die Anzahl der Strahlgrund- 
einheiten gleich der Anzahl der Grundeinheiten des Körpers. Die Strahl- 
klassenanzahl A, beträgt: 


\ WR 
h=yf) — R, h, 


wo f der Führer des Strahles, 4 die Klassenanzahl des Körpers, / der 
Regulator des Körpers, /t, der des Strahles und « die Anzahl der Einheits- 
wurzeln im Körper, w, der im Strahl ist. 

Definition: Ein System von Zahlen heipt en Strahl, wenn das 
Produkt und der Quotient zweier Zahlen desselben wieder dem System angehört. 
Derselbe enthält somit stets die Einheit.”) 

Der Körper und der reguläre Ring”) sind Spezialfälle von Strahlen. 

1. Wir betrachten speziell den Zahlstrahl, der aus den Zahlen eines 
algebraischen Zahlkörpers zusammengesetzt ist. Eine Einheit des Körpers, 
die im Strahl liegt, heißt Strahleinheit. Alle Strahleinheiten lassen sich 
dureh r Strahlgrundeinheiten darstellen: 

e Hr Hy... Hr, 


*) Der Begriff Strahl ist zuerst (aber etwas abweichend) in meiner Dissertation 
(Göttingen, 1903) Anm. 4 S. 5 eingeführt. Seither wurde er auch gebraucht von Lietz- 
mann, Zur Theorie der n-ten Potenzreste in algebraischen Zahlkörpern. Math. Annal. 
Bd. 60, S. 263. 


**) Die Zahlen eines Ringes, die zum Führer prim sind, sowie deren (uotienten. 
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WO 2, 2%, ... 2, irgend welche ganze rationale Zahlen und # eine der Einheits- 
wurzeln des Strahles sind. 

Diesen Satz beweist man sofort mit Hilfe der im Körper existierenden 
Grundeinheiten.”) 

2. Alle Zahlen eines Körperideals, die im Strahl liegen, bilden ein 
System (@,,@%,,....) des Strahles von der Art, daß jedes Produkt zweier 
Zahlen des Systems, multipliziert mit einer beliebigen ganzen Zahl des 
Strahls, wieder dem System angehört. Dies System heißt Strahlideal z.; 


y,=(@,, 44 ...)- 


Ein Strahlideal, das alle und nur diejenigen Zahlen 4-« enthält, wo 
, jede und « eine bestimmte ganze Zahl des Strahles bedeutet, heißt /laupr- 
strahlideal (a). 

Das Produkt zweier Strahlideale ist das Strahlideal, gebildet aus 
allen Produkten einer Zahl des einen und einer Zahl des andern Strahl- 
ideals. Zu jedem Strahlideal a gibt es ein Strahlideal b, so daß das Pro- 
dukt ein Hauptstrahlideal wird: 


ab=(w), 


wo o eine Zahl des Strahles ist. Denn fassen wir a einen Augenblick als 
Körperideal auf, so gibt es ein Körperideal b, so dab 


ab=(w) 


wird. Nun kann man aber ® immer als Zahl des Strahles auffassen. Wir 
wählen hierzu einfach eine der Strahlzahlen aus a. Nehmen wir nun in b 
nur diejenigen Zahlen, die zugleich im Strahl liegen, so ergibt dies System 
das gewünschte Strahlideal. Aus diesem Resultat kann man leicht interessante 
Schlüsse ziehen, gemäß der einfachen Theorie der Ideale.) 

3. Zwei Strahlideale heißen äquivalent, wenn ihr Quotient eine Zahl 
des Strahles ist; man schreibt: 


U; 


—. 


wobei das Kongruenzzeichen angenehm ist, um die Strahlenäquivalenz 
*) Zahlbericht S. 214, Satz 47. 


**) Zahlbericht $5, S. 184 u. fl. 
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hervorzuheben. Das Kongruenzzeichen wurde gewählt, weil das wichtigste 
Beispiel von Strahlen die Kongruenzklasse nach einem Ideal ist (s. unten), 

Alle äquivalenten Strahlideale bilden eine Strahlklasse, die Anzahl der 
Strahlklassen die Strahlklassenanzahl. 

4. Von besonderem Interesse ist der Kongruenzstrahl, d. h. der Strahl. 
dessen Zahlen alle einer Zahl nach einem Modul kongruent sind. Diese 
Zahl muß immer die Einheit sein, da ja der Quotient zweier Zahlen eben- 
falls im Strahl liegen soll. Es sei / der Modul. Derselbe wird der Führer 
des Strahles genannt. Alle Zahlen (2 des Strahles erfüllen also die Be- 
dingung: 


/ ist hier ein Körperideal. 
In diesem Strahl ist die Anzahl der Grundeinherten gleich der Anzahl 


der Grunderinheiten des Körpers. Ist h die Klassenanzahl des Körpers, so ıst 
nt. R 
( .— ı 
p(f) R 


die Klassenanzahl des Strahles; dahei ist R der Regulator des Körpers, R, der 
des Strahles, w die Anzahl der Eimheitswurzeln des Körpers, ıw, der des Strahles, 
G (/) die bekannte g-Funktion*) 

Um das letztere einzusehen, machen wir folgende Schlüsse: 

a) Zu jeder Zahl » des Körpers kann man eine zu ® prime Zahl o, 
finden, so daß wo, im Strahl liegt, falls nur » zum Führer des Strahles 
prim ist. 

b) Jedem Körperideal entspricht ein Strahlideal und umgekehrt. 
Denn jedes Ideal läßt sich durch 2 Zahlen geben.”) Gemäß a) mache 
man dieselben zu Strahlzahlen, wodurch die Behauptung erwiesen ist. 

Die Klassenanzahl des Strahles ist also ein Vielfaches von h. Dieses 
Vielfache findet man, indem man die Anzahl der Strahlklassen untersucht, 
die durch die Körperzahlen gegeben sind. 

Die Strahlklassenanzahl ist endlich. 


*) Zahlbericht S. 192. 
“*) Zahlbericht Satz 12, S. 186. 
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Kap. Il. Die Primzahlen der Relativdiskrimimante. 

Hauptsatz: Das Primideal p von k werde im relativ-zyklischen Körper A 
die ,-te Potenz eines Ideals. Es sei > die Substitution des T'rägheitskörpers 
von p in bezug auf seinen Zerlegungskörper. Ist dann S die Substitution 
des relativ-zyklischen Körpers A in bezug auf 4, und 


! 
” N t r 
.| > A . 


- w 


(v eine ganze rationale Zahl), so muß 


1+ + ee „“ g () (n) | 


a. ie + IE = It, 
p—1l () (n ) 


sein, wo » der größte gemeinsame Teiler von @— 1 und n, ist, « ein solcher 
Teiler von f, daß «<—1 zu / prim wird (n=/") oder a=1 ist. 

Komplexe Multiplikation: Wenn die Substitution des quadratischen 
Körpers mit s, die seines relativ-zyklischen Körpers A mit S bezeichnet 
wird und 


N NS un NS l 5, e 


so Ist 
p-(5) 0 (m), 


wenn » die „,-te Potenz eines Ideals in A wird, d die Diskriminante des 

og d‘ " 
auadratischen Körpers und ( ) das Legendresche Symbol bedeutet. 

| p 

Gegeben eine Gleichung: 

(1.) ()" un J, (Mm! 4 I, (1° BETT NE 55 (— 1)" ) Ba ), 
Der Grad » sei eine Primzalılpotenz 
n—l | 0) 

(/ eine Primzahl). 

Die Gleichung habe im Rationalitätsbereich eines gewissen Körpers / 
eine zyklische Gruppe. Den letzteren denken wir uns wieder als einen 
(ralorsschen vom Grade m mit den Substitutionen: 





*) Vergl. S. 213 dieser Arbeit. 





DV 
m 
DV 
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S sei die Substitution von (1.) in k&. Dann nehmen wir weiter an, 
die Koeffizienten 9,, 9, ...9, seien rationale Zahlen. 

Wir bezeichnen den Körper (k,6) mit X und seine Zahlen mit 
großen griechischen Buchstaben; die Zahlen von k mit kleinen griechischen 
Buchstaben; die Ideale von A mit großen deutschen, diejenigen von k mit 
kleinen deutschen Buchstaben. 

Nach Annahme ist 


S”=1, #1, falle 2=0 (n). 
l. Wie sofort ersichtlich, ist A wieder ein @alorsscher Körper. Seine 
sämtlichen Substitutionen sind gegeben durch 


7 7 ‘ ' 
I” _. ” 5 N” Sa yo,. I” 


193 Sy 


wenn man x alle Werte von O bis »— 1 durchlaufen läßt. Wir wollen unter 5 


eine der Substitutionen s,, 8, .. 5, verstehen und Größen im Zusammenhang 


mit s ohne Index bezeichnen. Wenn dann s mit einem s, identifiziert wird, 
so hat man nur auch jenen Größen den Index : zu geben. sS muß sich 
so ausdrücken: 


Sı = St, r 
Y 
Zunächst sieht man, wenn man die Gleichung auf irgend eine Zahl « 
von /k anwendet, dab 
also 
Nun ist aber 
also wird 
S S u’ 206 NS”)? E22 9 Se’ s? ne see m er Se‘ gi 
Es sei « die niedrigste Zahl, für die 
s"—] 
wird. Dann ergibt letztere Beziehung 


u 
S* = S 


oder 


(3.) ev =]1 (n). 
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Ist daher v zuy(@a@)=!"(!—1) prim, so muß stets «= 1(r) und somit 


sNS Ns 
sein. 
Die Koneruenz (3.) ereibt auch noch die Umkehrung: 
o o o 
(4.) er, 


Wir setzen nun 
vo] + /" v, 


wo ” zu / prim sei. Es folgt dann sofort aus (3.), falls « >, 
u=0l (Ü, 


und für den Unterkörper von X, der relativ-zyklisch zu % vom kelativ- 
srade /* ist, findet man die Relation erfüllt: 


5 S — S N 


Man sieht somit, daß dieser Körper in bezug auf die Substitution > 
ein ‚Ibelscher ist. 

In dem Falle der komplexen Multiplikation weiß man, daß durch 
Adjunktion irgendwelcher Abe/scher Größen, d.h. Einheitswurzeln, keine 
weitere Zerfällung eintritt, als man schon dureh Adjunktion von (Quadrat- 
wurzeln erhält.“) Ferner ist dort nur eine Substitution s vorhanden und 

!=-w ver: 
Für x ergeben sich die Wurzeln; bei ungeradem / und "2,4 
s=+1l (n). 
Da der Fall v=1 (n) auf Kreiskörper führt, was dem Obigen wider- 
spricht, so muß 
a=—1l (n) 
und 
(2'.) ssSs—=8S"!s 


DV 


sein. (@—1) ist dann stets zu / prim und @«=0. Bei /=2, > 


+1, +1+35. 


A > 


I 





*) Weber: Über Zahlgruppen in algebraischen Körpern. Mathemat. Annalen. 
Bd. 49, S. 39. 
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. ar n * . . “ ” . .. 
Die Fälle =1,1-+ , sind wieder auszuschließen, da sie auf Kreiskörpe: 


führen. Also bleibt auch hier nur 





= n 
=—1, 1453. 

In beiden Fällen ist («— 1) durch 2 und durch keine höhere Potenz 
von 2 teilbar. 

2. Die Relatirdifferente DD, von K ın bezug auf k. 

Man findet für D, leicht den Ausdruck :”) 


eu 


Pe WERE Y 5 WE 4 WERE 5° r—2 u _ tn 0 win 
(52, N N ie) .e\--| > Sa —dD I...) 


ur U hun - 


wo (2,,{2,... alle ganzen Zahlen von A sind. Denn jedes Element”) & 
ist gleich dem Element E&,, wenn : und & durch die gleiche Potenz von / 
teilbar sind. 

is sei p eine von I verschiedene Primzahl, p ein in » aufgehendes 
Primideal von Ak, ®, ein in p enthaltenes Primideal von A, 

Wenn %, in der Relativdifferente enthalten ist, so muß es ein », geben, 
so daß für eine bestimmte Zahl 2” die Inkongruenz besteht: 


PET BB), 
daß aber für alle Zahlen 2 von A die Kongruenz besteht: 
(6.) 2=ES"N2 RB), 


(wenn 7,=? ist, so findet selbstverständlich keine Inkongruenz statt). Wir 
setzen =", , =l""=/*, so daß 


(7.) N,=nN: +n=r. 
Damit also ®, wirklich in der Relativdifferente aufgeht, muß die Ungleich- 
heit bestehen: 
(8.) u u 
Da (6.) für alle ganzen Zahlen 2 gilt, so gilt sie auch für S’T2: 
SANS (BR), 


*) Zahlbericht, S. 209. 
**) Zahlbericht S. 205, vergl. auch Satz 68, S. 249. 
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woraus sofort 


2=S"2 (SB) 


folgt, d.h. aber: Wenn N, ın D, aufgeht, so gehen auch alle seine relatirkonju- 
ierten Ideale ın D, auf. Wir setzen %, gleich dem kleinsten gemeinsamen 
Vielfachen von B, SP, SB, ..., sodaß also %i dureh kein Quadrat eines 
Primideals teilbar ist und 


(9.) | 


SWR, 
2=R2 (M) 
für alle ganzen Zahlen 2 von X. 
Ist ferner y irgend eine ganze rationale Zahl, so ergibt des weiteren 
die Kongruenz (9.): 
2=3"2 (M). 


Da dieselbe für alle ganzen Zahlen (2 gilt, so gilt sie auch, wenn 
man für (2 die ganze Zahl s’""2 setzt oder (bei Berücksichtigung von (2.) 
und (4.): 


esse Der (DB) 
Bestimmen wir, was immer möglich ist, y so, dab 
UY 1 (n) 


wird, so folgt 
IQ (WB) 

oder: 

( ‘n, y% 

wenn (Bi), 
sültig für jede ganze Zahl (2 von K. 

Ks ist somit auch s®B7 in der Relativdiskriminante enthalten, und wir 

setzen nun % gleich dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen von s,%, 


Pry...5, Pr. Es gelten dann für ® die Beziehungen: 


2=s" 12 (B) für jede ganze Zahl (2 von A, 


(10.) SP, 





sy=N für jede Substitution s. 


3. Das in D, enthaltene Ideal 1. 
Man kann sich den Relativkörper A aufgebaut denken aus r Relativ- 


r 


körpern A, Äa,... A, K, wo immer X, relativ-zyklisch vom Relativgrade / 
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in bezug auf A,_, ist. Es sei D, die Relativdifferente von A; in bezug au! 
K,_,- Dann folgt aus einem Satze*) sofort, wenn oU, &(®,... alle Zahlen 
des Körpers X; bedeuten: 

ol ; Qui 1 Fr 
| Do’ Sup, WE Sup..." 


(11.) | 


wu a ET u 3 


m 2, — -—)4" 


7) Me 


Vergleicht man (11.) mit dem in 2. gegebenen Ausdruck für D, und 
den dortigen Festsetzungen, so erhellt, daß 


D,, DD, 
zu % prim sind, 


Dur ’ Dr BR D, 


einzeln durch ® teilbar sind. 

Es ergibt sich für die Zerfällung jedes in p enthaltenen Primideals 
p von 4 folgende Regel: 

Durch Adjunktion von A, zu Ä,_, zerfällt jedes in » enthaltene Prim- 
ideal von A,_, nieht weiter oder in / von einander verschiedene Primideale. 
falls 

ı<r. 


Für :>?r, wird dagegen jedes (vergl. Abschnitt 2.) solche Primideal 
die /-te Potenz eines Primideals von X,.””) 

Die n,-te = "= !-te Potenz eines jeden in p enthaltenen Primideals 
von A wird somit Primideal in A,. Hier tritt die wichtige Scheidung auf; 
p ist jetzt prim zur Relativdifferente von A, in bezug auf 4; in p gehen 
also nur von einander verschiedene Primideale von A, auf. 

Aus dieser Überlegung folgt 


(12.) B-P"-P=0). 


4. Es sei P irgend ein Teiler von ®%, der invariant in bezug auf 
die Substitution S ist (PSP). Aus dem Abschnitt 3. folgt, daß P die 
gleiche absolute Norm hat im Körper Ä, wie das Ideal p =” des Körpers A, 
in diesem Körper. Somit ist jede Zahl von Ä einer Zahl des Körpers A, 
nach % kongruent. 


”) Zahlbericht: S. 40, Satz 208. 
=) Zahlbericht: S. 277, Satz 93. 
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Wenden wir dieses Resultat auf eine ganze Zahl (2 von folgender 
Eigenschaft an: % gehe in (2 zur m-ten Potenz auf. Dagegen sei das 


Ideal (ap 


=) zu % relativ prim. 

Wir werden im folgenden ausgiebigen Gebrauch von der Aronecher- 
sehen symbolischen Potenz”) machen. Die Größe (2'”* ist der Voraussetzung 
wegen einer ganzen Zahl nach P kongruent; es darf mit ihr wie mit ganzen 
Zahlen in Kongruenzen mit dem Modul ‘% gerechnet werden. Denn das 
Ideal P ist invariant in bezug auf S. Also enthalten Zähler und Nenner 
von - die gleiche Potenz von %. Da aber nach Annahme die übrigen 
Ideale des Zählers und Nenners zu 9% prim sind, so sieht man, daß man 
(2! so mit einer zu p primen ganzen Zahl multiplizieren kann, daß es eine 
ganze, zu W prime Zahl wird, woraus leicht die obige Behauptung folgt. 


—S 


Nach obigem ist (2'”” einer Zahl ©" von A, nach ® kongruent: 


) 1—S : wer) (PP). 
Da o»" in X, liegt, ist 
ar) — Sy) 
und 


nr) (i+Ss } ...4 snı—1) 


ist eine Zahl in 4. Somit wird 


M-8"ı _ O1-S, 05-8, OS"1-891 


MT in ( 


„er) WR nd (1 


o eine Zahl in %, 


d. h. dıe (1— 5": )-te symbolische Potenz einer Zahl ‘) mit der ob 7 festge setzten 
Eigenschaft ıst einer Zahl » von k nach P' kongruent. 

5. Die Zahl IT", 

Es sei /T eine ganze Zahl von X, in der unser ®’ von Absehnitt 4 
enthalten ist, jedoch so, dab (1) zu % prim sei. // fällt also unter die 
kubrik der (2 von 4. Es sei ferner X; einer der Körper Ä,, A, 1... A,_ı. 
also 

(13.) BIT. 


Wir setzen m, =[!; m m, —n. 


*) Zahlbericht S. 271 u. ff. 
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Dann genügt // in bezug auf X, einer Relativgleichung m;-ten Grades: 
(14.) II: PR. nn m! + nn II: EB (— 1)": nn Zum 0, 


wo 1), 70%,...72% Zahlen von A, sind und dementsprechend den Bedingungen 
unterliegen 
n(’ on Sm n nn‘ Be Sma n; > n® — ‚Sm; a. 


Wegen der Bedingung (13.) kommt ®$’ in jeder der Relativdifferenten 
D, von K, bis A,=ÄK vor. Somit ist 


N=S"II (9). 


Nun sind aber die n“ die elementar-symmetrischen Funktionen der 
Größen /7T, S" IT, S®" IT, ... SW» /T; somit wird 


der IP=0 (9) 


(ı eine ganze rationale Zahl). 
Da aber n{” eine Zahl in X, ist, muß auch sein 


(15.) ı = (0 (BP). 


Da des weiteren die Größe (=) zu % prim sein soll, muß rn“) durch 
1” teilbar sein; allein es muB 


() 
(16.) _ zu % prim sein. 
Wir wollen die Diskriminante ./ von (14.) untersuchen. Dieselbe 


stellt sich folgendermaßen dar:”) 


m (m—1) m,—1 


As (1) 2 I, Im, (5 om [T) m;—1 
— (m; a0 (Sm N" + + (Dein 


"Fm—l]*® 


Mma—1 : 
Wegen (15.) finden wir, da 77, (S”"M)=n%): 


Mm; (M;—1) 


A — 1) nr my" ü ze (Prm-D ri ) 


Mo 


oder da links und rechts in der Kongruenz Größen von X, stehen: 


m, (ms—1) 


1 - (— 1) 2 My 0 (BF) r 


*) Weber: Algebra Bd. I, S. 169, Gleich. (5). 
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Vergleichen wir diese Kongruenz mit dem Resultat (16.) und bedenken, 
daß p von { verschieden, also zu m, prim ist, so folgt 


m 
(17.) A330 (9), 
und diese Inkongruenz gilt auch für jedes in W' enthaltene Primideal. 


Wäre nun für irgend ein in ®’ enthaltenes Primideal %, die Kon- 
gruenz erfüllt: 


T"=1(B) oder MT=S"IT (M), 


so folgt aus der Definition der Diskriminante 


my—1 
4= I1,,.(5" IT— S°® 11) 
sofort 
IN (Mr). 
Ein Vergleich mit (17.) ergibt die Ungleichheit: 
2m, (m, -V)< m; 
oder 
m<2, mal, men, 
somit 


2 — 2 


Diese Beziehung widerspricht der Annahme (12.). Dieser Widerspruch 
beweist die Hınfalligkeit der Annahme, daß IT" nach irgend einem in ® 
enthaltenen ®B, kongruent 1 sein könne. 

Wir erhalten zwei Resultate: 

a) Die Zahl IT" ıst nach keinem in ®' enthaltenen Primideal von 
K kongruent 1: 

m" #1 (B) 
falls nur 

n, <m <{n 
ferner: 


. Bila0 a D 
b) Die Relativdifferente D, est durch BP teilbar und (3) ist 


zu B prim. 
Dies letztere ergibt sich in dem Falle P=%. 
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6. Der Klassenstrahl. 
Es sei wieder P irgend ein "Teiler von ®, invariant in bezug auf N. 
Wir bilden den Kongruenzstrahl”) mit dem Führer P. Alle seine Zahlen 2 
erfüllen die Bedingung 
2=1(P). 
Es sei speziell Du ein solcher Teiler "ON N, dap 
Primideal in k wird. Ist p ein Primideal /-ten Grades von 4, so liegt die 
’ m; x m 
y/)=(p—1)-te 
otenz jeder zu p primen Zahl von Ä sicher im Strahl.”“ 
Potenz jed p primen Z 
Es sei wieder // eine dureh 9 teilbare Zahl, I zu 9 prim. 
) pt 
Dann ist //'°”°" einer Zahl @ von k nach % kongruent: 
1-54 V\ 
/I [04 ec )" 
a ist die kleinste Potenz von a, die im Strahl mit dem Führer W liegt, 
Denn da «& in 4 liegt, wird 
IT" — ge (Pr), 
Es sei y die kleinste Zahl, für die 
a =] (PP), 
also auch 
1— sNı9 arN\ 
1 1(P). 


Wegen 5. a) muß dann sein 


I>Nn,. 
Andererseits ist aber S"”—1, also von selbst 
== (P) 


Somit ist », wirklich der kleinste Exponent, der « in den Strahl 
bringt, wie zu beweisen war. 


*) Vergl. Kap. II dieser Arbeit. 
**) Zahlbericht Satz 22, S. 191. 











Fueter, die Theorie der Zahlstrahl: N, 29] 


Nun ist aber nach obigem die (p—1)-te Potenz von «@ im Strahl. 


Somit muß 


pP ze 1 ) (n,) 
sein, woraus 


Satz: Wenn das in p enthaltene Primideal p des Körp rsk ım Körpı " K 


die Ny-te Potenz eines Ideals wird. So muß 
p—-1l=0 (mn) 
sein, wenn p’ die Norm von p in k .st. 
7. Es sei wieder ‘% irgend ein Teiler von ®, invariant in bezug 
auf S: 2 eine Zahl des Strahles, mit dem Führer |’, deren Relativnorm 
in bezug auf A, gleich 1 ist. Es sei "=m, mm,—=n; also: 


2=1 (P) 


7 “ 


O14SM+SM 4... + sm l)m, N 


Man darf setzen 


Es ist nämlich 
A1=14.24.999 2... 2 gem 
Da 2 im Strahl liegt und P= SS ist, muß sein 
MN. 
{i=m, (#); 
da p#/, wird J#V0. 
Wir bestimmen ferner eine ganze rationale Zahl « so, dal 
am=] (P). 


Dann ist auch 


M#=adJ=]l (P) 
und für die (1— S”“)-te symbolische Potenz 


N, 
woraus 

Satz: Ist LE eine Zahl des Strahls mat d: m Führer IN, u IN a Ir 
eın Teller von B est, so ist 2 die (L— S”)-te symbolische Potenz einer ganzen 
Zahl des Strahles, falls nur 


O1+SM 4... 4 sm ldmı 1 


M, MM; 
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Man kann nämlich .#* auch ganz machen. Denn 4* liegt im Strahl. 
Somit muß Zähler und Nenner von .4* ein in ®’ enthaltenes Primideal in 
gleicher Potenz enthalten; man kann daher 4° so mit einer in X,, und dem 
Strahl liegenden Zahl multiplizieren, daß das Produkt ganz wird. Die 
(1— S")-te symbolische Potenz dieses Produktes bleibt dagegen gleich dem 
gegebenen 2. 

Dieser Satz wird später die Bedeutung des Strahles besonders hervor- 
treten lassen. 

8. Der Klassenring. 


Im Fall /=1 ist durch den Satz Abschnitt 6) » nach dem Modul », 
vollständig bestimmt. Allein wenn f>1 ist, so ist —1 eine reduzible 
rationale Funktion von p. In diesem Falle können wir noch viel genauer 
den Teiler von p’—1 bestimmen, der durch n, teilbar sein muß. Dazu 
bedürfen wir eines andern Begriffes. 

Statt, wie beim Strahl, nur diejenigen Zahlen zu betrachten, die nach 
einem Teiler P (BP = SP’) von BP der Einheit kongruent sind, betrachten wir 
alle diejenigen Zahlen von K, die nach ®' einem bestimmten Rationalitätsbereich 
kongruent sind. Diese Zahlen werden einen Ring bilden, den Klassenring mit 
dem Führer W in betreff auf den bestimmten Rationalıtätsbereich. Der ein- 
fachste Klassenring ist derjenige, dessen Zahlen den ganzen rationalen Zahlen 
nach % kongruent sind. 


Es sei wieder p ein Primideal von k und 


p=P”. 
Ferner sei die Zerlegungsgruppe*) gegeben durch die Substitutionen 
der Trägheitsgruppe und durch 
RE 5 0 ARE 


(/ der Grad von p). 


:’ ist dann wieder eine Substitution der Trägheitsgruppe. Es sei 
dagegen 2”’—=1; dann ist 
f=% 9, 
f:n=0 (f), 


*) Zahlbericht S. 251. 
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wo r, der Grad der Trägheitsgruppe ist.*) Wenn p prim ist zur Diskri- 
minante von Ä, so ist ,„—=1 und f'=f. 

Es sei a irgend ein Teiler von /und «-5=f. Wir bilden den Unter- 
körper des Trägheitskörpers, der vom Relativgrade «a ist in bezug auf den 
Zerlegungskörper, für dessen Zahlen « also 


er; 


zz al, 


Wir bezeichnen diesen Körper mit /k, und bilden den Klassenring in 
bezug auf k,. Ist p(p) die p-Funktion*“) von p in 4, p,(#)"””) diejenige 
von k,, so ist die 

b 2) FE ee 
ap) P°— 


Potenz jeder Zahl von k im Klassenring in bezug auf k,. 


=1 +p°+p" +++ p®"*-te 


9. Wir nehmen die Primitivzahl z des Primideals p in k: sie habe 
die folgende Eigenschaft: sie sei kongruent O0 nach allen von p verschiedenen, 
zu p konjugierten Idealen. Es ist dann z. B.T) 


„"=zn (P). 
Hieraus folgt: 


„@ 4924 4....4p 12a Ah 2a _ (—-1)a..\ N 
alte tr rt n-(z°n) (2 U) +++ (2° a7) (p), 
PP = g*n (p). 

Da nz Primitivzahl ist nach p, somit jede andere zu p prime Zahl 
von k einer Potenz von z nach p kongruent ist, muß auch für jede beliebige 
andere Zahl « von k die Kongruenz bestehen: 

a Ki Me eG a (za) (2°) ++ (2a) (pP). 

10. Wir betrachten die Relation 


/ 
2ıS=»M*.z, 


speziell das x dieser Gleichung. Wir fanden, fT) daß 
z’=1 (n) 


*) Zahlbericht S. 251 u. ff. 
**), Zahlbericht S. 192. 
=) Zahlbericht S. 244. 
7) Zahlbericht S. 252. 
Tr) Vergl. S. 212 dieser Arbeit. 
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sein muß, wenn =1 ist. Es sei 
a) c#l(l). 


Wir bestimmen dann « als Teiler von / so, dab 


x] (1) 
wird. Es ist dann 
a1 | 
= l 0 (Rn) 


oder wenn f=bf=b-.b.a, 
14.4.4. 4a TEN (Mm), 


11. Nachdem a gemäß 10. ausgewählt ist, bilden wir den Klassen- 


ring in bezug auf 4, mit dem Führer P, wo %”=p Primideal in % sei. 


i i ’ . II ® . 
Es sei wieder // durch ® teilbar, aber gr ZU \ prim. Dann ist 
N 1), (a eine Zahl von #) 


(z" IT me — za (I), 
zen (P, 


(za 7y-  oma (PN), 


woraus durch Multiplikation 
AN" =[e (ze) (2). (Zee) (P), 
wo 


= IT. (zu INy+S" + sen 


) 12a (H'—1)a 
„2a 14 + ... f>Ob—1)a \14+5”1 + ...+5 (7 —])n,, 
x (21T) (zg®-Da]T) I 


Y geht in 2 zur 
(1+2° +2 +..4 a) -ten 


Potenz auf. Denn es ist nach Konstruktion 


„nr YY dr u 
Pr; Per. 
\ 


Der Exponent von W’ in 22’ ist ein Vielfaches von 2 gemäß 10. 


Y . .. ' . u Q' . . S\ . - 
Somit enthält (2’ eine Potenz von p:p“ und 7 ist zu p prim. Somit darf 


man setzen 


ans _ 1-8" 
—— — u 





) 
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wo (2 zu p prim ist. Man ersetze nur p in 2’ durch ein zu p in 4 äquivalentes, 
zu p primes Ideal. Da aber jetzt (2 zu p prim ist, so muß 


2=H2 (PP), QAri=ı (P) 
sein (Abschnitt 2. (9.)); also ergibt die obige Kongruenz: 


(a (2a) (2a) .-- (Ze) =1 (p) 
oder nach der Relation in Absehnitt 9.: 


( b—=1)a A \ 
(14p® +... +p! )b /yy\ 
7 1 (»). 


12. Wir hatten aber gefunden, daß r, die niedrigste Potenz ist von 


T"=a ($), 
so daß 
e"=1 (pP) 


wird (vergl. Abschnitt 6... Somit ergibt die am Ende von 11. gefundene 
Kongruenz: 
1+p ++ p MV) db 0 (n,). 


Es ist noch zu bemerken, daß ’=1 ist, wenn » prim ist zur Diskri- 
minante von Ä. 
Die Kongruenz gilt für jeden Teiler « von /, der macht, dab 


“&1 (l) 
wird. Es ist ferner auch leicht zu sehen, daß die Kongruenz für keinen 
Teiler « gilt, der dieser Bedingung nicht genügt. Wir wollen das bisherige 
kurz so zusammenfassen: 

Satz: Es ser » eın Primideal von k, das ın K die n,-te Potenz ernes 
Ideales wird. Ist dann p prım zur Diskriminante von k, so ıst 
1+p°+p" +. Hp =]1 (n,), 

falls a>0O en solcher Teiler von f ıst, daß 

x’z1 (N). 
x ist gegeben durch die Relation zS=S*z, wo z die Substitution des Trägheits- 


körpers in bezug auf den Zerlegungskörper ıst. 
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13. Wir nehmen jetzt an: b) &s sa «=1 (n,). 
Dann ist 
zz” — Ss” zZ. 


Wir bestimmen wieder // genau wie in 11. Es muß dann sein 
IT" =a (9), 
@IN"=ze (9%). 


Nun ist aber 
II 1— "1 er 
m) = ®, 


da — eine Zahl ist, deren Zähler und Nenner %' in gleicher Potenz ent- 
halten; da (diese Zahl also so mit einer zu ‘W primen Zahl von k multi- 
pliziert werden kann, daß das Produkt ganz und zu ®’ prim wird. 
Es folgt somit 
e=ra (P). 

e ist also einer Zahl des Zerlegungskörpers kongruent, und da in diesem } 
ein Primideal ersten Grades wird,“) ist « einer ganzen rationalen Zahl nach 
p kongruent. « liegt also im King in bezug auf die ganzen rationalen 
Zahlen. Andrerseits ist aber wieder n, die kleinste Zahl, die macht, dab 
e"=] (p) ist. Somit wird, da die (p—1)-te Potenz jeder ganzen rationalen, 
zu p primen Zahl =1(p) ist: 


p-l=V (m). 
Hieraus der Satz: Es ser p em Primideal von k, das in K die n,-te 
Potenz eines Ideals wird. Es ıst dann 
vp-l=0. (m), 


wenn a=1l (m) ıst ın zS=S*z,z die Substitution des Trägheitskörpers in 
bezug auf den Zerlegungskörper, 
14. Es sei ,=n'n", wo n' ein von 1 und », verschiedener Teiler 
von ns sei: 
u Ny. 


Es sei dann ec) @=1 (w), &1 (In). 


*) Zahlbericht S. 253, Satz 70. 
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Wir gebrauchen wieder die gleichen Bezeichnungen, wie im vorher- 
gehenden. Es ist: 
IT” '=«a (9) 


und da zS”"""=S"""z, so findet man wieder, genau wie in 13., daß 
p-l=0 ("). 
‘s sei nun aber /' die kleinste Zahl, so daß 


"=1 (m). 
Dann ist sicher 
a + yi'— + ko + 7 + 1 — () (a) 


Es sei n” der größte gemeinsame Teiler von », und 


(1-+% ++... + 2.” ng 


— A 


Es ist dann >" >n", 
Wenn 
M-"—a (2), 


so folgt 
IT"=e (®'), 
GM" =za (P), 

/.f'—1 me „rt—1 (Y\ 

(217) "Te (#), 
also 

IT =elzo)(e) (Te) (PP), 

wo 


2— II(z ie ET Mz—1) au (2 —] In en le ni), 


Diese Zahl ist durch 


4 


> U tr+2?+..+r —_|! 
teilbar. Der Exponent ist aber durch »” teilbar, also ist 


ey 


ora-—sMı) 


l 


oder 


(e(ze)(2e) .-- (ze) =1 (»). 
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Dies ergibt gemäß Abschnitt 9: 


N9 


ed — (P). 


Da aber n, die kleinste Potenz von « ist, die macht, daß die Kon- 
Sruenz 
e"=]1 (pP) 


erfüllt ist, so muß sein 
I+p+pP +. +p=0 (n*). 


Wir haben daher den Satz: Es sei p» ein Primideal von k, das in K die 
n,-te Potenz eines Ideals wird. Dann vst 


p-1=0 @), 1+p+p+--+p=0 (), 


nn">n,, 


falls nur 1. a—1 durch n’ nicht aber durch In’ teilbar ıst, wo zS— S”z und 

die Substitution des Tragheitskörpers ın bezug auf den Zerlegungskörper ist: 
2. n" der größte gemeinsame Teder von nz, und1+x+.-+x"" ist, wenn x" 
die kleinste Potenz von @:=1 (p) vst. 

Eine Zusammenfassung der drei letzten Sätze findet sich in der 
Überschrift des Kapitels. 

15. Wir haben bis jetzt stets an der Annahme »=+/ festgehalten und 
hierbei merkwürdige Beziehungen zwischen den Relativkörpern, deren 
telativdiskriminanten » enthalten, und gewissen Ringen und Strahlen des 
Grundkörpers gefunden. Es soll deshalb auch für die Primzahl / eine 
solche Beziehung hergestellt werden. 

Ks sei [ ein in / enthaltenes Primideal von %k; in [ sei ein Prim- 
ideal X enthalten, das zugleich in der Relativdiskriminante aufgehe. Wir 
bestimmen wieder ganz gleich n, und n, (n,n,—n) für (. Es ist dann 


[ Rn un 


wo X ein Ideal von K ist und Ü!=S®d’. Es sei ,=/" und r, der Grad 
der Trägheitsgruppe von ( in 4, Zur Strahl- und Ringbildung darf man 
aber jetzt nicht mehr X selbst als Führer gebrauchen, sondern das Ideal 


u rent 


‘s verhält sich dann alles ganz gleich, Diesen Ringen bezw. 
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Strahlen entsprechen im Körper 4 Ringe bezw. Strahlen mit dem Führer 


[rt R 


Die Klassenanzahl z. B. des Kongruenzstrahles mit dem Führer 
(+! in & ist 
h,=l"" (1), 


wenn die Norm von [ gleich / ist. Die wichtigste Aufgabe und zugleich 
der Beweis dafür, daß diese Festsetzung die richtige ist, wird durch den 
Beweis der Richtigkeit des Satzes Abschnitt 7”) in unserem jetzigen Falle 
(p=/!) gegeben. 
Es sei (2 eine Zahl des Strahles 
2=1l1 Kt) 
und zugleich 


()! + St 4 sem; Wr + s(mz—1)m, 1 


Dann ist 
O— A —n ee 1 (gr rl R; 


Wir können m, >n, annehmen; denn wäre m,<n,, so würde aus 
obiger Kongruenz um so mehr folgen 


D-N—1 (Are), 


Wir nehmen also m, >n,, mm, =n an. 2 ist eine Einheit. Also 
haben (-f) und (5”"1) den größten gemeinsamen Teiler 1. 

Wenn aber 4 den Teiler £” mit 2’ gemein hat, so ist sicher Y = S"Y 
und wir können den Teiler als einfach in ./ aufgehend denken.) Denn 
2%” ist ja Ideal im Körper A, das aber durch ein zu X primes äquivalentes 
Ideal ersetzt werden kann. Man braucht deshalb nur eine solche Potenz 
von .f zu nehmen, daß die Bedingung erfüllt werden kann. Würde aber 
Y” einfach in / aufgehen, so wäre 


A=SmA (Leer), 


1 genüge der Relativgleichung 


7 


A", — 1 MN) 17 — (10, 
*) Vgl. diese Arbeit S. 221. 
**) Es kann %'’ auch zu einem durch / teilbarem Exponenten in 7 aufgehen. 
Dieser Fall erledigt sich aber ebenfalls sofort. 
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wo die Koeffizienten 4” alle in X, liegen, wenn m,=/'. Es ist dann 


„Mm rn a werk 1) v: (Qrrmtett), 


EEE 1 z .) RR 


ud 


(m; . ") A, = Il Bi A?’ (rt + a 


woraus, da (9, —)4, in X, liegt, also nur durch eine Potenz von 2” teilbar 
sein kann: 
(m, — v) I, = () 1° > 0. 


Ist # die Diskriminante der Gleichung für 1, so wird daher 


m; (m,;—1) 


A =—— (— 1) 2 my”: a (LE —int Ms) m) 
A E3 (0 (Werd: } ”) : 


Wegen der Bedingung 


A=S"A4 (2?) 
muß aber sein“) 
A=0 (Cr dmem-D), 
Also ist 
Vr +2) (1) <r,(r—i)n, + m;, 


was unmöglich ist, da 


somit ist die Annahme, daß 1 einen Teiler mit X’ gemein hat, zu verwerfen. 
Man erkennt auch leicht, daß man .7 dann immer in den Strahl bringen 
kann, Daraus der 

Satz: Ist 42 eine Strahlzahl mit dem Führer gr +, wo = St 
ein Teiler von IL ıst, so ıst (2 die (1—-S”)-te symbolische Potenz einer ganzen 
Zahl des Strahles, falls 


mr... + S(Mo—1l)m; 
: l, m mn 
ıst. 
16. Um den vollständigen Klassenstrahl zu erhalten, bildet man den 


Strahl mit sämtlichen in der Relativdiskriminante aufgehenden Primidealen. 


Verel. den Beweis S. 219 dieser Arbeit. 
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Für diesen gelten sämtliche Sätze, wie für den einfachen Strahl. Derselbe 
heißt Älassenstrahl. Für denselben gelten die Sätze des nächsten Kapitels: 
der größtmögliche Klassenstrahl für einen gegebenen Führer heiße, wie 
später noch näher ausgeführt wird, Zahlstern. 

17. Anwendung auf das Problem der komplexen Multiplikation. 

Wir haben in k nur eine Substitution s, da /k quadratisch ist. Es ist 


5 S m NS eo 


und wir haben über diese Beziehung schon folgendes festgesetzt: *) 

Wäre @==1(n), so wäre der Körper Ä selbst ein Adeischer, also 
durch Einheitswurzeln lösbar.”*) Allein solche Gleichungen kommen in der 
komplexen Multiplikation nicht vor, da die Gleichungen nur dureh Adjunktion 
von Quadratwurzeln zerfallen, aber durch keine weiteren Abe/schen Größen.”””) 
Es ist also © nur in dem Fall »=2 kongruent 1 nach », ein Fall der 


trivial und übrigens im folgenden enthalten ist. Es muß also, da 
»=1 (n) 


:=-1 (n)}) 
sein und deshalb 
sS=S-1 
werden. 
18. Es sei d die Diskriminante des quadratischen Körpers 4. Wenn 
dann ()=+1 ist, so zerfällt p in & in 2 Primideale,f7) und der Satz von 
Abschnitt 6. ergibt, weil /=1: 


mp0 m 


I ni 
Ist dagegen G)=- l, so ist (p) selbst Primideal in k% und z=s; 


somit ergibt der Satz Abschnitt 12., daß für jedes ungerade , 
d 
»+l1=»— V N), 
p+1=p-(5)=0 ( 


”) S, 215 dieser Arbeit. 


=“) Zahlbericht Satz 131, S. 339. 
*=) Weber: Math. Annalen, Bd. 49, S. 99. 
a Bi 
7) Im Fall a= 2" ist auch « 1+, möglich. 


7) Zahlbericht Satz 97, S. 254. 
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denn wegen Abschnitt 17. ist immer («—1) zu n prim. Die Kongruenz ist 
auch für jede in d aufgehende Primzahl » richtig, da ja r, für ein in d 
enthaltenes p stets gleich 2 ist, also zu n, prim wird. 

Der Satz Abschnitt 14. ergibt, wie sofort ersichtlich, für /=2, „= 2 
dieselbe Relation 


1l+p=p- (5) :0 (n,). 


Denn @+1=0 ist durch n, teilbar, also »,— n*, 
Man sieht leicht, daß alle diese Kongruenzen auch in dem Falle gelten, 
daß p in d aufgeht. Da dann (5) 0°) wird, andererseits aber p#/ vor- 


ausgesetzt ist, so ersieht man, daß man auf einen Widerspruch stößt. Solche 
Gleichungen sind deshalb unmöglich. Wir haben den Satz: Jede von / 
verschiedene Primzahl p, die ın K die ng-te Potenz eines Ideals wird, wo K 
eım aus den Klassengleichungen der komplexen Multiplikation entspringender 


Körper ıst, genügt emer Kongruenz 


P- (5) 0), 


r a me d 
falls d die Diskriminante von k, dem quadratischen Körper, st und ( ) das 
D 


I, egen dresche Symbol. 


Kapitel IV. Der Klassenstrahl und der Stern. 


Hauptsatz: Gegeben ein zu einem gegebenen Körper k relatiw Abel- 
scher Körper K vom Relativgrade n und mit einer Gruppe G in bezug auf k. 
Wir bilden den Strahl in k, dessen Führer f alle in der Relativdiskriminant: 
von K in bezug auf k aufgehenden, von einander verschiedenen Primtideale ent- 
hält. Dann gibt es in diesem Strahl n Strahlklassen, deren Abelsche Grupp: 
holoedrisch-tsomorph ıst mit der Gruppe @. 

Bildet man im Körper K den entsprechenden Strahl, dessen Führer 
alle von einander verschiedenen, in der Relativdifferente aufgehenden Prim- 
ıdeale von K enthalt, so werden alle jene n Strahlklassen von k Hauptstrahl- 
lassen in dem Strahle von K, der den alten Strahl von k enthalt. 


*) Zahlbericht S. 254, Satz 97. 
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1. Es sei inunserem (alo:sschen Körper / wieder die irreduzible, relativ- 
zyklische Gleichung (1.) Kapitel III gegeben, vom Grade »=/‘. Wir denken 
uns A=(09, k) aufgebaut gemäß Kapitel III, Abschnitt 3 aus X, A,,... AA. 
Dann gilt für einen beliebigen Klassenstrahl in A der Satz: Es gibt in 
K, -K eine Strahleinheit, deren Relatıvnorm in bezug auf K li ich Eıns est 


l 


und die nicht die (1—S)-te symbolische Potenz eıner Strahleinheit wird. 
Bewers: Wir nehmen die Strahleinheit // von Ä, deren Relativnorm 
in bezug auf ÄA,_, gleich Eins ist, und die, mit irgend einer Einheit von X, 
multipliziert, niemals die (1—S‘ )-te symbolische Potenz einer Strahleinheit 
wird.”) Dieseibe existiert. Es sei dagegen 
FH= E19 


wo E irgend eine Strahleinheit und y eine ganze rationale Zahl sei. Dann 


muß sein 


mn 
y- 
y<- 
Denn wäre 
Eu. 
U — 2) 
y>, 


so kann man setzen 


n " nn 41 
A--ASA-S)HRSAHS 445), 
wo /,/, ganze rationale Funktionen mit ganzen rationalen Koeffizienten 
sind. Es sei nämlich 


4 
a —op* 
e I 


N 


r |— 2)! . y» . x% ‚ 7) , 1-1 . B ® #. 
so ist : eine Einheit, und da”) 1,7, 7°... Z eine Basis des Kör- 
1—Z' 
pers (7) darstellen, so ist 





n 
a— 2)! 
7 


1—-Z' 


*) Zahlbericht Satz 92, S. 275. Die dortigen Entwicklungen gelten genau ebenso 
für jedes Strahlgrundeinheitensystem. 
**) Zahlbericht Satz 121, S. 332. 
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wo f, eine ganze rationale Funktion mit ganzen rationalen Koeffizienten 
ist. Die algebraische Gleichung 


(1 BR — fı (a) Dr, = 0 


ist somit für Z=x gelöst. Da aber Z der irreduziblen Gleichung”) genügt: 


Ü n n 


2 2 3 (1) n 
= 5 Er von ron 
l1+." +2 "+2 "+4. +2 el), 

so muß sein 


- . (1) 
A-) -AOU- RW li+rt tr), 
woraus obige Formel folgt. 


n . . 
Da aber y> 7, sein soll, so wird umsomehr 


n 


! 2 Y 2 ’* \ 2 a 
A-SP=fSJA-S)+RS)A+S +48) 


n 


 / 


Hera (ER) 


oder 


(e””® eine Einheit von Ä,_,)- 

Dies widersprieht der Konstruktion von FH. Somit ist y<T. Wir 
wählen aber jetzt y so groß, daß % nicht mehr die (L—S)-te symbolische 
Potenz einer Strahleinheit wird. Es sei 

‚er Hirs!4 BE 

Damit ist #909’ 1, also «004-9 oJeich einer Einheit von &. 
Hieraus findet man durch Weiterschließen, daß % die gewünschte Strahl- 
einheit ist, oder doch so mit einer neuen multipliziert werden kann, daß das 
Produkt alle Bedingungen erfüllt. 

2. Wir bilden jetzt den Stern *, d. h. den Klassenstrahl, dessen 
Führer sämtliche von einander verschiedene in der Relativdiskriminante auf- 
sehende Primideale von A enthält”) Es sei 5 der Führer dieses Sterns 
und wir nehmen die Einheit # von Satz 1 dieses Strahles. Dann ist sicher: 


v + 
kE= A'°' 
4 4 . 


*) Zahlbericht, Satz 120, 8. 331. 
“*) Die Primzahl Z ist im Führer stets gesondert, gemäß Abschnitt 15, Kap. Ill 


zu behandeln. 
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ud RL 


Da % im Strahl liegt, ist A zu allen in der Relativdiskriminante 
aufgehenden Primidealen prim nach den Sätzen von Kapitel III Abschnitt 7. 


und 15. Da andererseits (A)=(S’A) und (A) eine Strahlzahl ist, so muß 
(A) ein Strahlideal des Körpers / sein. Wäre dasselbe Hauptstrahl in %, 
so wäre 

A=H.e, 


wo H eine Strahleinheit, « eine Strahlzahl von 4 wäre. Hieraus folgte: 


E— H'"' 


gegen die Definition von %. Also ist (A) nicht Hauptstrahl in 4 und es ist 
a=(A)= (8A). 
Dagegen ist 
"= (NA)=1 


auf 4. 


im Strahl von k. Dabei bedeute \(A) die Relativnorm von A in bezug 
Wäre nun 


Feind wän<n, 


so darf man wegen des letzten Resultats »’ als Teiler von » annehmen 
und setzen n'n’=n. Es sei n die kleinste Potenz von /, die dieser Be- 


3 


. .. . ' = n . r 
dingung genügt. Nun ist wegen n<n, n'>/, also ; eine ganze Zahl. 
Somit wird 

n! f ee” FE 1 \ 

alt )zaar##, 


wo « eine Strahlzahl von 4, // eine Strahleinheit ist. Somit würde 


E= A!’ Hr‘. 


FH" eine Strahleinheit, was gegen die Definition von Z ist. Somit muß 
"=n sein und » ist die kleinste Potenz, so daß 


ri: 


/ 
Somit haben wir den Satz: Existiert ein zum Körper k relatir- 
zyklischer Körper K vom Relativgrade n, so gıbt es im Klassenstrahl des 
Körpers k. dessen Führer samtliche von einander verschiedene Primtideale der 


31]* 








236 Fueter, die Theorie der Zahlstrahlen. 


Relativdiskriminante von K in bezug auf k enthält, ein Strahlideal, dessen 
n-te Potenz die kleinste ıst, die Hauptidealstrahl ın k ıst.”) 

3. Es seien nun 2 relativ-zyklische Körper A, und A, vom selben 
Relativgrade n in bezug auf & gegeben. Wir bilden den Strahl, dessen 
Führer alle von einander verschiedenen, in den Relativdiskriminanten beider 
Körper A, und A, aufgehenden Primideale enthält. Derselbe sei %. Wir 
nehmen jetzt die Strahleinheit #, von Ä,, in bezug auf A, die so beschaffen 
ist, wie sie der Satz in 1. verlangt. Es ist dann 


N 


 \ı 
E, = Al 


und 4, eine Strahlzahl, (A,) ein Strahlideal von k. Wenn S, die Substitution 
von Ä,,S, die von Ä, ist, so muß sein 


A, —ı 2 A, ° 
Nun bilden wir eine zweite Einheit #, des Körpers (A, A,, As), indem 


wir A, als Relativkörper zu (4, X,) ansehen. Dieselbe habe die Eigen- 
schaften von #&,. Es wird 


E 1-5’ 
+2 > 4 2 u h) 


A, eine Strahlzahl, und wieder ein Strahlideal von %. Dieses Resultat wird 
ohne Mühe dureh Heranziehung der relativen Strahlgrundeinbeiten eingesehen. 
Wäre nun aber 


Ar Ar=a:H 


und x eine Strahlzahl von 4, // eine Strahleinheit, so wäre wegen A,—S,4;: 
N n 


' n_g! 2 
Er = Az: Ss) _ HM'-3 i 


was unmöglich ist nach der Definition von #&,, wenn nicht =0 (!) ist. 
Es kommt überhaupt nur auf die in x, aufgehende Potenz von / an und 
wir nehmen gleich an: 


also ergibt die obige Beziehung 


ED u 


*) Vergl. Zahlbericht Satz 94, S. 279. 
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IND 
oo 
=] 


Nun ist aber wegen (4A,)= (N; .;) 
ER I [14824824 u 
wo H* eine Einheit ist. Also 


A = (H H*-y-8, 
woraus 


E, — Al" . Hr 


gegen die Definition von &. Es muß also «:=r, oder ©,—=n, daher auch 
x, —n sein, und es gibt somit zwei von einander unabhängige Strahlklassen 
in %, deren »-te Potenz erst Hauptstrahl in 4 wird. 

Dadurch erkennt man die Richtigkeit des Satzes: 

Satz: (regeben ein zu einem gege henen Körper k relatır Abelscher 
Körper N vom Relativgrad n und der Gruppe (GF ım bezug auf k. Iır bilden 
den Strahl ın k, dessen Führer r alle in der Rt: lativdiskriminant "ON IN in 
bezug auf k aufgehenden, ron erınander verschiedenen Primideal: von Äh enthalt. 
Dann gıbt ES in diesem Strahl N Strahlklassen, deren Abelsch: Grupp 
holoedrisch ısomorph ıst mit der Gruppe ın G. 

Bildet md ım Körper K den entsprechenden Strahl, dessen Ihr: r ’F 
alle von einander verschiedenen, ın der Relatirdısl riminantı aufg henden Prim- 
ideale von K enthält, so werden alle jene n Strahlklassen von I Hauptstrahl- 
klassen in dem Strahl von K. 

Hierin liegt der Grund, warum wir den Strahl mit dem Führer % 


) 


den Alassenstrahl genannt haben. Der größtmögliche Klassenstrahl, zu einem 


gegebenen Führer f, heißt Stern des Führers i. 








Neue Beweise einiger Sätze aus der Theorie 


der linearen Komplexe. 


Von Herrn St. Jolles in Halensee. 


l. In den folgenden Untersuchungen wird synthetisch, ohne die 
T'heorie der vertauschbaren involutorischen Verwandtschaften zu Hilfe zu 
nehmen, der durch einen Bündel linearer Komplexe bestimmte polare Raum 
abgeleitet. Der Komplexbündel unterliegt keinerlei beschränkenden Vor- 
aussetzungen, so daß seine Komplexe eine (reelle) Regelschar II. Ordnung 
gemeinsam haben können oder nicht. Denselben polaren Raum bestimmt 
bekanntlich aueh der Stammbündel des Komplexbündels, d.h. der Bündel 
linearer Komplexe, die mit allen Komplexen des Bündels in Involution 
liegen, oder wie hier gesagt wird, für die Komplexe des Bündels null- 
invariant sind. 

Den Ausgangspunkt der Darlegungen bildet der Nachweis, daß eine 
lineare Strahlenkongruenz zusammen mit zwei zugeordneten Geraden des 
von ihr bestimmten geschart involutorischen Raumes i. A. einem linearen 
Komplexe angehört. Von diesem Ausgangspunkte gelangt man sehr einfach 
zu den bekannten Sätzen über zwei für einander nullinvariante lineare 
IKomplexe und über die für einander nullinvarianten Komplexe eines Büschels 
linearer Komplexe, endlich auch zu den angeführten Grundeigenschaften des 
Komplexbündels. 

2. Durch zwei zugeordnete Geraden 9, y und einen zu ihnen wind- 
schiefen Doppelstrahl / eines geschart involutorischen Raumes IF geht i. A. 
eine aus zugeordneten Geraden von I bestehende involutorische Regelschar 
II. Ordnung /f, deren Leitschar ebenfalls aus zugeordneten Geraden von 


> besteht. Die involutorische Paarung von Z#? ist, da diese Regelschar 
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den Doppelstrahl / von = enthält, hyperbolisch; / enthält folglich noch 
einen zweiten Doppelstrahl m von >. Nun ist dureh die Gerade y und die 
Kongruenz der Doppelstrahlen von & ein linearer Komplex /' bestimmt, 
der die Regelschar /F in den drei Strahlen g,/, m schneidet. Zu ihm ge- 
hören somit alle Strahlen von /?, insbesondere g’, und es ergibt sich also 
mit Rücksicht darauf, daß jede lineare Kongruenz als Kongruenz der Doppel- 
strahlen eines geschart involutorischen Raumes aufgefaßt werden kann: 
Eine lineare Strahlenkongruenz und zwei zugeordnete (Geraden 
9,9 des durch die Kongruenz bestimmten geschart involutorischen 
Raumes gehören i. A. einem linearen Strahlenkomplexe an. 


geschart 


Aus dieser Eigenschaft zweier zugeordneten Geraden eines 
involutorischen Raumes folgt ohne weiteres der bekannte Satz: 
Die Komplexe eines Büschels linearer Komplexe werden durch 
den geschart involutorischen Raum, dessen Doppelstrahlen die 'l'räger- 
kongruenz des Büschels bilden, in sich selbst übergeführt. 
3. Die Komplexe eines Büschels linearer Komplexe ordnen einer 
Geraden % i. A. die Strahlen einer zum Büschel projektiven Regelschar 
II. Ordnung /F zu, deren Leitschar zur Trägerkongruenz des Büschels 
gehört. Ferner sind die Strahlen von /t” auch paarweise einander zugeordnet 
bezüglich des durch g gehenden Komplexes /' des Büschels. Die durch 
letztere Zuordnung hervorgerufene involutorische Paarung der Strahlen von 
R* erweist sich, da 9 ein Doppelelement dieser Involution ist, als hyper- 
bolisch, und folglich gehört zu ihr als zweites Doppelelement noch ein 
zweiter Strahl } von /. Der Komplex /” des Büschels, für den y und /, 
einander zugeordnet sind, ist somit für /' nullinvariant.”) Die Strahlen der 
Trägerkongruenz des Büschels sind nun die Doppelstrahlen eines geschart 
involutorischen Raumes &, sonach geht der Komplex /' nach 2. durch den 
g in & zugeordneten Strahl. Dieser Strahl muß der Regelschar /f’ ange- 
hören, und da #* außer 9 nur noch den Strahl 4 von 7’ enthält, mit 7 
identisch sein. — Eine durch g gehende Ebene & enthält einen Doppelstrahl 
d von F&, folglich sind durch die für einander nullinvarianten Komplexe /' 
und /" der Ebene & bzw. die Nullpunkte (y, d) und (h, d) zugewiesen; sie sind, 
da g auch h in F& zugeordnet ist, zugeordnete Punkte von &. Fällt g 


*) Für einander nullinvariante oder in Involution liegende lineare Komplexe hat 
zuerst Herr F\, Klein in den Math. Annalen, Bd. Il, S. 201, 1870, untersucht. 
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nach einander mit je einem der in & gelegenen Strahlen je eines Komplexes 
des Büschels zusammen, so gilt demnach: 

Jeder Komplex eines Büschels ist für je einen andern Komplex 
des Büschels nullinvariant. Die hierdurch bewirkte Paarung der Kom- 
plexe des Büschels ist eine involutorische und zwar sind die Nullpunkte 
einer Ebene oder die Nullebenen eines Punktes bezüglich zweier für 
einander nullinvarianten Komplexe zugeordnete Elemente bezüglich der 
Trägerkongruenz des Büschels d. h. zugeordnete Elemente des durel 
diese bestimmten geschart involutorischen Raumes. Sind zwei lineare 
Komplexe für einander nullinvariant, so sind je zwei Strahlen des einen 
Komplexes, die durch den andern einander zugeordnet werden, auch 
dureh die Schnittkongruenz beider Komplexe einander zugeordnet. 

4. Für einen Komplex /' eines Bündels linearer Komplexe sind be- 
kanntlich die Komplexe eines gewissen im Bündel enthaltenen Komplex- 
büschels [C,| nullinvariant, folglich gehört zu dem Nullpunkte # einer 
Ebene & bezüglich des Komplexes /' eine in & gelegene Gerade e,, deren 
Punkte die Nullpunkte von & bezüglich der Komplexe des Büschels [C, | 
sind. e, ist ein Strahl der Trägerkongruenz (7; dieses Büschels. Da ihre 
Strahlen durch /’ paarweise einander zugeordnet werden, so ist e, dem- 
jenigen Strahle e, von (,; zugeordnet, der durch # geht. Durch einen 
beliebigen Strahl y des in e gelegenen Strahlenbüschels # geht eine be- 
stimmte Kongruenz C, des Komplexbündels, sie ist der 'Träger eines Kom- 
plexbüschels [(,], zu dem sowohl /’ gehört als auch derjenige Komplex /', 
des Büschels [C',], der & den Nullpunkt (g, e,) zuweist. Nun sind e,, e, Strahlen 
von /',, die durch /' einander zugeordnet werden, folglich sind sie nach 3. 
auch zugeordnete Strahlen des geschart involutorischen Raumes >,, dessen 


9) 


Doppelstrahlen die Kongruenz Ü, bilden. Fällt /' nach einander mit den 


übrigen Komplexen /", 7”,... des Bündels zusammen, so fallen die durch /' 


bestimmten Klemente Z,e, von & nach einander bezw. mit den Elementen 
Ye, — E", e, — + dieses ebenen Feldes zusammen. Zwei beliebige Strahlen- 


a7 


büschel [2], [2°], ... von e haben aber einen Strahl s gemein, den Strahlen 
,, 0, sind somit durch 7", 7" bezw. die Strahlen e,,, €; zugeordnet, die ihnen 
auch in dem durch die Schnittkongruenz von /”, /” bestimmten geschart 


! 


involutorischen Raume $, entsprechen. e,, €, liegen aber in &, folglich liegen 


rs @zn IN der e in I, zugeordneten Ebene und schneiden sich in dem dem 


Ss 


Punkte (e,,e/) in &, zugeordneten Punkte &. Jeder Strahl e, wird also von 





an 











Jolles, neue Beweise einiger Sätze aus der Theorie der linearen Komplewe. 241 


allen übrigen Strahlen e,,, ey, ... geschnitten, sie gehen somit sämtlich durch 
einen Punkt €. Kuız: 

Die einer Ebene & durch die linearen Kongruenzen eines Bündels 
linearer Komplexe zugeordneten Ebenen gehen durch einen Punkt &. 
Die & durch jene Kongruenzen zugeordneten Punkte liegen in e. 

Nach diesem und dem zu ihm dualen Ergebnisse ist durch einen 
Komplexbündel einer Ebene « ein Punkt E eindeutig zugewiesen. Einem 
in & gelegenen Punkte entspricht eine durch & gehende Ebene und um- 
gekehrt. Zwischen den Ebenen e,e,... und den Punkten &,@&',... des 
Raumes besteht also eine korrelativ involutorische Verwandtschaft oder: 

Die Ebenen e,e',... sind den Punkten &, &,... als Polarebenen 
in einem polaren Raume //’ zugeordnet. 

5. Sind e,, e, zwei Strahlen einer linearen Kongruenz (, des Komplex- 
bündels, von denen e, in einer Ebene & liegt, während e, durch ihren Pol & 
in //° geht, so sind nach 4. diese Strahlen durch den Komplex /' des 
Bündels einander zugeordnet, der für die in ©, sich schneidenden linearen 
Komplexe nullinvariant ist. Dreht sich &e um e,, so beschreibt demnach ihr 
Pol & den Strahl e, und folglich sind e, und e, reziproke Polaren von //°. 
Somit ist bewiesen: 

Die Strahlen einer in einem Bündel linearer Komplexe enthaltenen 
linearen Kongruenz sind paarweise reziproke Polaren des durch den 
Bündel bestimmten polaren Raumes //’. Je zwei dieser reziproken Polaren 
sind zugleich durch denjenigen Komplex des Bündels einander zugeordnet, 
der für die in der Kongruenz sich schneidenden linearen Komplexe 
nullinvariant ist. Die linearen Kongruenzen des Bündels, die durch sie 
bestimmten geschart involutorischen khäume und die Komplexe des 
Bündels werden durch den polaren Raum /7 in sieh selbst übergetührt. 

6. Durch eine Gerade y geht eine lineare Kongruenz (', des Komplex- 
bündels und eine lineare Kongruenz (') seines Stammbündels (1... Nun 
sind nach 5. die Strahlen von (, paarweise reziproke Polaren von //’ und 
zugleich einander zugeordnet durch den Komplex /' des Bündels, der für 
die durch ©, gehenden Komplexe des Bündels nullinvariant ist, während € 
aus allen Strahlen besteht, die g durch die Komplexe des Bündels zugeordnet 


' 


werden. C, und Ü, schneiden sich daher außer in g noch in dem 9 dureh 7' 
zugeordneten Strahle A, und beide Strahlen sind reziproke Polaren von /T“, 


Weitere Strahlen haben beide Kongruenzen nicht gemein, da im Bündel für 
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die durch €, gehenden Komplexe nur der Komplex /' nullinvariant ist. 
Eine analoge Betrachtung ergibt g, } auch als reziproke Polaren des durch 
den Stammbündel bestimmten polaren Raumes /7”. Dreht sich g um einen 
auf ihm gelegenen Punkt #£, so beschreibt A in beiden polaren Räumen die 
Polarebene e von £, folglich ergibt sich: 
Ein Bündel linearer Komplexe und sein Stammbündel bestimmen 
denselben polaren Raum /T”. 

Die Punkte einer Leitgeraden einer linearen Kongruenz sind durch 
diese sich selbst zugeordnet, sonach liegen in einem Bündel linearer Konm- 
plexe die Punkte einer Leitgeraden einer in ihm enthaltenen linearen Kon- 
gruenz auf ihren Polarebenen in //°. Der polare Raum /7” hat also nur 
dann eine reelle und zwar geradlinige Inzidenzfläche, wenn zum Komplex- 
bündel hyperbolische lineare Kongruenzen gehören. Ihre Leitgeraden bilden 
die eine, die gemeinsamen Strahlen der Komplexe des Bündels die andere 
Regelschar dieser Regelfläche. Schneiden sich die Komplexe eines Bündels 
in einer Regelschar, so gehen die Komplexe seines Stammbündels durch 
deren Leitschar. 

Berlin, den 24. Juli 1904. 














De Vintegration de lequation su e“ sur une surface 
de Atiemann fermee. 


Par M. FE. Picard a Paris. 


Je me suis en 1893 (Journal de Math. 4°” serie, tome 9) oceupe 
de lintegration de l’&quation 
I he“ { 


sur une surface de /tiemann fermee, repondant ainsi A une question, Posce 
anterieurement par M. Schwarz, relative a la determination d’une integrale 
par des singularites d’une certaine nature. Le resultat, que j’ai etabli, peut 
ötre ainsi formule: 

[itant donnde une surface de Riemann A m feuillets, il existe une 
integrale et une seule de l’&quation 


At he“ 


jouissant des proprietes suivantes: elle est uniforme et continue sur la sur- 
face, sauf en des points donnes O,, 0,,...0,, et aux m points & linfini sur 
chaque feuillet. On suppose que l’on ait dans le voisinage de © 


» ı N 
m p y m 4 
HM BP; 108g Fr, rrv, 


1; 


v, etant continu en (),, et r, designant la distance de (x. y) a ©,. Pour le 
point A Yinfini sur le feuillet de rang A, imaginons qu’on le ramene ü 
distance finie par une inversion; en l’appelant alors ©,, on aura 


u—=a,logr,+V,, 
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' 


/, etant continu en 0,, et », designant la distance du transforme de («, ı 
au point O,. 


Les constantes « et /3 sont donnedes, et l’on suppose que 
PB >-2, Gal,2,.,.0 
0. >2, (ka=1,2,.. m 


7 + (2, 4 Pers + En 2 P + PP ı u Tr PB, Fe v. 


Pour demontrer ce theoreme, j’ai recours au procdde alterne employc 
avec tant de sucees par M. Schwarz dans ses belles &tudes sur lV’Eequation 
de Laplace, mais les eonditions d’application de la methode sont bien diffc- 
ventes, et des diffieultes serieuses se presentent. 

En exposant dans mon cours, pendant l’et@ de 1900, mes recherches 
sur lequation Sue", jai trouve que plusieurs points avaient te trop 
sommairement indiques dans mon memoire de 1893 ainsi que dans une courte 
note suppl&mentaire du Journal de Mathematiques de 1898, et que des con- 
ditions suppl&mentaires avaient et€ sous-entendues; de plus, un lemme fonda- 
mental sur lequel je m appuie peut etre presente d’une maniere beaucoup plus 
simple et plus preeise. Jai ete aussi conduit A faire diverses remarques 
qui ne sont pas sans interet pour la theorie des equations aux derivees par- 
tielles au point de vue ol je me suis place dans diverses recherches, et 
qui a depuis ete suivi par differents g&ometres. Ge sont ces lecons que je 
me propose de faire connaitre ici.”) Pour ce qui eoncerne les points sur 
lesquels je navais aueune modification A apporter, le lecteur pourra se re- 
porter au memoire eite de 1893. Nous allons d’ailleurs nous borner au cas 
olı la surface de Alremann se r&eduit A un seul feuillet (nr =1), le cas general 
ne presentant apres celui-la, aucune diffieulte. 


I. 
l. Commencons par pre&eiser la nature de certains points singuliers 
des integrales de l’equation 


(1.) Au=e', (on peut supposer k 1) 


qui seront les seuls que nous aurons & considerer dans cette &tude. 


“) J’en ai deja indique la substance dans le Bulletin des Sciences Mathemati- 
ques de M. Darbouwx (Septembre 1900). 
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En designant par r la distance du point (w, y) A lVorigine, et ‚7 re- 
presentant une constante, posons 
v—Plogr+r. 
L,’equation preeedente devient alors 
(2.) dv=r?.e. 


Il est facile de voir, en proc&edant par approximations successives, 


que Si 


gi 


il existe des integrales de l’equation (2.) eontinues autour du point VO et 
dal point (0) hu-meme. On prend a cet effet un eontour (€ suffisamment petit 


autour de l'origine, et l’on eonsidere les &quations successives 
er, 


Fe, 


tous les » prenant une m&me succession de valeurs donnees sur le bord ( 
On etablit sans peine que dans le cas ot » est superieur a —2, et si le eon- 
tour est suffisament petit, la limite de v, donne une integrale de (2.) pre- 
nant les valeurs donndes sur € et continue m&me & l’origine. 

2. Il est interessant de rechercher ce que deviennent les derivees 
premieres > et, a lorigine. On voit de suite quelles sont, comme vr, 
eontinues A l’origine quand ‚3 est superieur A — 1, mais il en est autrement 
si 7 est compris entre —1 et —2. 

Pour le voir, et nous rendre compte de la forme de v et de ses 
derivdes premicres au voisinage de l’origine, prenons d’abord le cas tres 
simple ot le contour Ü serait eirculaire et ol les valeurs donndes seraient 
nulles. Dans ce cas, v ne depend que de r, et nous avons l’Equation difte- 


rentielle ordinaire 
d’v 1 dv 


dr? r dr 


d \ a y 
dr (: dr ei 


qui peut encore s’ecrire 
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et, par suite, 
dv 


+. r 
Y = m / yPri e dr + ( A (r, ZU) 


un 


Nous nous plagons toujours dans l’hypothese > -— 2; Vintegrale du 


\ a dv 
second membre a alors une valeur finie pour "=0. Par suite, » 7, trend 


vers une valeur finie pour "=V. Je dis que cette valeur finie ne peut 
etre que zero. SNoit en effet 
dv 
r—=g(r). 
dr PO) 
Si p(0) n’est pas nul, on deduit de cette relation 
r dr \ 
v=gp(r) [ a "<n<n) 
Y 
et, par suite, » serait infini pour r=0. On peut aller plus loin; on a, 
d’apres ce qui pre&cede, 
dv r 2 U) ‚r 
Er / H,edr— f rrıedr= / Pri,e dr; 
dr n 


“ Es 


r, Pr 0 


nous pouvons done Ecrire 


„+? 
g u er' " r 


dr P+2 ’ 


v' etant la valeur de » pour une valeur comprise entre 0 et”. Nous con- 
i dv 
cluons de la que ,, est de la forme 
( ” 


+, M 
M restant ini pour r —(), et enfin v sera de la forme 


votr?*’.M, (v, @tant une constante), 
M vestant fine pour r=V. 


Üe que nous venons de trouver pour ce cas particulier est general. 
les approximations successives montrent que, pour toutes les solutions trou- 


' 5 u Ov Ov 
vees au paragraphe precedent, les derivees partielles „— et „_ sont autour 
eo? oy 


de Vorigine de la forme 


yr+l h M 
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et v est de la forme 
vu+r?t?.M,, 
M et A, restant finis pour r—=0. 
3. Nous venons de considerer le cas d’un point singulier ä distance 
finie. On peut supposer le point singulier a linfini. Il suffit de faire une 


inversion en posant 


ce +ıy= 
e r- 


re 
L’equation 
Jdu=e' 
devient 
Du, O’u 2 
da Oy' tt ni u rc 


Au lien du point & Vinfini dans le plan (w, y), nous avons le point zero 
dans le plan («’,y’). En posant 


u=elogr-+rv, 


l’equation pr&cedente devient 
O’v 0% er 
2 27 7 . 


dat Toy 


Done, pour avoir un point singulier de la nature de ceux consideres plus 
haut, il faudra que 


IV 


ae—4>-—-2 wu a > 


ll. 
4. Envisageons maintenant, si elle existe, une integrale de l’equation 
Ar = €" 


ayant comme points singuliers du type precedent „» points A distance finie 
0), 02,... 0, eorrespondant aux coefficients ,, Par --- Pu (9; > — 2), et avec 
la condition suppl@mentaire relative aux derivees du premier ordre telle 
qu’elle est exprimee au $2. De plus, le point a liinfini est un point sin- 
gulier de m&@me nature, et il lui correspond l’exposant « envisage au $ 9. 
Il doit tout d’abord exister entre « et les ‚> une inegalite necessaire. 
Considerons, en effet, n petits cereles deerits autour de O,,0,,...0, et un 
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eerele d’iun tres grand rayon. Portons notre attention sur la portion du 
plan exterieure aux petits cereles et interieure au grand cerele; de l’equation 


At = e" 


on tire 
If: Tu de dy= (fe da dy>Vd, 


lintegrale double etant etendue A laire envisagee. Par eonsequent, d’apres 
la formule de (rreen, 


lu 


i / dn ds<0, 


la derivee etant prise dans le sens de la normale interieure. Or on a, pour 
le voisinage de (),, 
u=P,logr, +rv 


dv . a, 
et , est de loordre de r/*", 


EN 


preeedente, la part des petites eirconferences est representee par 


Il en resulte de suite que, dans l'inegalite 


2n ( + Ps + ++. +/,): 
On voit aussi facilement que la part de la tres grande eirconference est 
2ne 
ef Fon d, par snute, "inegalite necessaire que NOUSs voulions obtenir 
a+ß,+--+B,<0. 


Nous savons diailleurs que € >2, 9, > 2. 


III. 


5. Nous allons maintenant demontrer qui ne peut y avoır deux inte- 
grales jouissant des proprietes indiquees. Supposons quil existe deux telles 
integrales v et v, et soit 

u—=v-+h. 


5 Il n’est tout d’abord pas possible que A soit constamment positif, car 
de la relation 


Ad hı — Yu (e* _ 1) 


0 


p 
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on eonelut, en envisageant le m@me contour que plus haut. 


Y/al di dy /(/e (e— 1) dx dy 0: 


par consequent, 


ye ds <<). 


dn 


l’egalite etant exelue. 
dh 


dans le voisinage de (, etant de 
AN 


Or ce resultat est impossible, car 
Vordre de r’*', Yintegrale du premier membre relative a chacune des eir- 
conferences 0, tend vers zero, et il en est de m&@me pour la grande eircon- 
ference pour une raison analogue. Done la difference h ne peut etre toujom 
positive. 

Demontrons en second lieu un lemme qui nous sera dailleurs tres 


utile tout A l’heure. J’envisage un contour ( contenant l’origine, et l’&quation 
(E.) Ah= Al, y).r’.(*— 1), 


ou A(a,y) est une fonetion positive et continue dans (. Je dis que si une 
integrale Ai de cette &quation partout continue dans ( (avec la condition que 
les derivees du premier ordre soient autour de llorigine de l’ordre de 

prend sur € des valeurs comprises entre — J/ et + \/, on aura a Finterseunr det 


(3.) Ihl< 7. 





Si le facteur ”” ne se trouvait pas dans le second membre de l’equa- 
tion, la remarque serait immediate, car une integrale de l’equation n’aurait 
nulle part, dans C, ni maximum positif, ni minimum negatif, mais ici cette 
conclusion pourrait cesser d’etre exacte pour l’origine, et le raisonnement 
ne pourrait pas alors se terminer. Nous allons montrer d’abord que si 
est nul sur Ü, il est necessairement nul dans €: on peut supposer que / 
est toujours de m&me signe dans ( (sinon on fractionnerait l’aire en plusieurs 
autres). Soit done A>>0O dans Ü:; en integrant entre ( et un petit cerele /' 
ayant l’origine pour centre, on a 
[/Ih.da dy= [ fA.r.ce _ 1) da dy>V 


et par suite 


dh dh i wii 
S n = >05 > vn a \ 
/ In ® + / u 40 (egalite exelue), 
I ( 
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‚ representant la normale interieure & l’aire, La premiere integrale est tr&s 
petite, la seconde est positive ou nulle comme chacun de ces @el&ments: il v 
a done eontradietion. 

Il resulte de la qu’une integrale de # positive sur (’ ne pourra pas 
devenir negative & linterieur, et que si l’on a pour deux integrales /, et h, 


h,>h, (sur (), 


il en sera de m&me A liinterieur,. Pour achever alors la demonstration de 
linegalite (3.), il suffit de considerer lintegrale A, de # prenant la valeur 
)/ sur €: A, sera toujours positif dans (, mais l'egalite 


IA(h,— M)=A.r’.(e—1) 


montre que A,—.)V est negatif dans U. Or lintegrale A prenant sur ( des 
valeurs inferieures A .)/ est, d’apres ce que nous venons de dire, inferieure 
a /,; on a, par suite, 

h<h<M; 


on demontrerait de m&eme linegalite 


h>-%M, 
et U inegalite (3.) est etablie. 

6. Arrivons maintenant A la demonstration du theoreme Enonce au 
debut du paragraphe precedent. Soit & une constante reelle quelconque 
eomprise entre le maximum positif et le minimum negatif de A: il y aura 
neeessairement une succession de points formant une courbe continue pour 
laquelle 


h=e. 


En ettet, 4 a necessairement, d’apres ce qui a ete dit plus haut, son maxi- 
mum positif et son minimum negatif en un point singulier. Soit le maxi- 
mum en 0 et le minimum en U’ (O0 et 0’ sont deux des points singuliers 
I, O0... 0, et we). Sur toute ligne joignant VO AO’ il ya au moins un 
point olı A=e, et par suite nous avons une eourbe 


h=e& 


formee d’une ou plusieurs parties fermees. A linterieur d’une branche fermee 
de cette courbe Ah sera compris entre —e et +e; mais il est elair quiiei, 


considerant le plan tout entier (ot la sphere si l’on aime mieux), il n’y a 
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pas lieu de distinguer entre inferseur et exterienr. Par suite / sera partout 
compris entre —e et +, ce qui est Eevidemment impossible puisque & peut 
etre pris aussi petit que l’on veut; il faut done que A soit identiguement 


nul, ef les solutions u et vw coincıdent. 


IV. 

7. Il faut maintenant etablir l’existence de la solution. Deux lemmes 
nous seront necessaires. Lie premier est le plus delieat; je l’expose d’abord 
dans le cas le plus simple. Soient deux integrales » et » de l’equation 
u=e" sans singularites dans un eontour Ü. On sSuppose 4ue sur ce con- 
tour on ait, en valeurs relatives, 


BT, Lt — uw. 
Alors, ä l’interieur du contour, on aura necessairement 


v>G, U — 1 ), 


er 


(7 etant une constante dependant de @. Nous supposons maintenant de plus 
jue Von ait sur Ü 
uW—-v< M: 


nous voulons montrer qu’en un point A, interieur AU, on aura 


IH —I!< Mg; 


(4 
> 


y etant un nombre inferieur & n, dependant en general de 7 et de la po- 
sition de A, mars nullement de M. 
Pour etablir ce resultat, considerons en posant 


uw—v—h 
l’equation 
(4.) Ih=e (ed — 1). 
Elle peut s’Ecrire 
(5.) ER FNEEN, <<) 


G! 


c etant une fonction positive superieure A € Or il est immediat”) que 
*) Considerons en effet lintegrale A, de l’equation 
Ah=ch 
prenant la valeur u» sur le bord; elle prendra au point A la valeur y plus petite que 
Journal für Mathematik Bd. 150. Heft 4. 34 
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pour une &equation lineaire 
Ah — ch, ( -()) 


On 
an 


si lintegrale Ah, positive dans Ü, est sur Ü au plus egale A J/. on aura en 
um point A 


h< Mg: << 
et pour une seconde &equation lindaire 
dh=ch, W<e<e) 
la valeur de q sera superieure A celle qui correspond A la premiere &quation. 
Il suffit d’appliquer ce resultat a l’equation (5.) qui n’est que l’equa- 
tion (4.), pour en deduire qu’en A on aura 


h=“ Mg ; 


y etant un nombre fixe inferieur & l’unite, pouvant dependre seulement de 
(: et de la position de A, mais nullement de J/. "Tel est le premier lemm« 
que nous voulions etablir. 

8. Sous cette forme, ce lemme serait trop restreint. Nous devons 
l'etendre & des eirconstances plus generales. Supposons que dans (il y ait 


unite (e etant positif et non identiquement nul). Soit % lintegrale prenant sur € des 


\ 


valeurs entre O et M: on a 
Ah, M—h)=c(h, M—h). 
Or Ah, M—h est positif sur Ü, done a linterieur on a 
h<h, M< Mg. 


Pour demontrer la seconde partie, il faut considerer les deux integrales respec- 
tives h et h' des equations 


Ah, ==ch,, Ah ch, (e<Te) 
prenant la valeur ww sur le bord; on doit montrer que 


h">h, (en A). 


Il suffit d’ecrire la relation 
AM —h)=ec (h, —h,)+ (le — c)h;; 


elle montre que A'—h, ne peut avoir un minimum negatif, car pour ce minimum le 
second membre serait negatif, tandis que le premier membre serait positif ou nul. | 
en resulte que A\—h, est positif a linterieur de €. 





u 
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un point singulier 0 (a Forigine par exemple) de la nature de eeux qme nous 
avons seulement & considerer dans notre probleme. En posant 


«=Plogr+r 
on a V’equation 


Av=r",e®. 


Uest A cette equation que nous voulons Etendre le lemme £tabli an 
paragraphe precedent pour Aue", 


Nous eonsiderons done pour lV’equation que nous Eerivons maintenant 
An y?, eo“ 


deux integrales v et v partout continues A l’interieur de (€, ayant un point 
singulier ä& l’origine du type connu et satisfaisant aux diverses inegalites 
eerites au debut du $ 7. On a, en posant toujours 


tt — 1! —h. 


dhert,.e. (1). 


Tracons autour de llorigine un petit eontour /. Em tout point in- 
terieur A U et par consequent sur /' (dapres le $5), A sera inferieur a ./. 
Or V’equation precedente peut s’ecrire 


Ah=rt,e'.e®.h. 
Done, en un point A interieur A (Ü, on aura 
h< Mg . 


4 etant une constante inferieure A l’unite, pouvant seulement dependre de @, 
mais pas de .\/. 

Au lieu de l’equation Su=r?,e“, on peut envisager d’une maniere 
plus generale V’equation 


du=r 12. ren, e" 
"y Pay... 7, designant les distances du point (x. y) A 5... 0,, et /e lem 
garde le meme enonce. 


9. Passons au second lemme qui est immediat. Soit l’equation 


Mv=ritr rd 


n 


5 
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les points 9, 0,,... 0, etant contenus dans ('. Designons par e un nombre 
positif fixe aussi petit que l’on voudra. Si les valeurs d’une integrale " sont 
sur le eontour ( inferieures en valeurs relatives A un nombre convenable IT. 


on aura dans l’aire 


’* designant la fonction harmonıque prenant sur ( les »alenys donnees pour D. 
et n desıgnant une fonchon posihwe inferienre a €. 


Il suffit de poser 


dot 


Ihr... ren," 


), sera negatif; si »' est inferieur a 7 sur C, il en sera de m@me & l’interieur. 
Done, si // est assez petit en valeur relative, e” sera une quantite positive 
tr&s petite, et ’on peut s’arranger, en prenant // assez petit relativement, de 


maniere (que 


On peut done bien poser 


10. Ges lemmes poses, arrivons & la demonstration de l’existence de 
la solution. Nous prenons deux cereles concentriques ( et U’ de rayon /! 


et ®(R> MR), eontenant A leur interieur les points O,, 0,,...0,. Le centre 


m 


() de ces cereles est A l’origine et n’est pas un point singulier. 


Soit d’abord ”, une integrale de l’&quation 
Ju=e, 


prenant sur € une valeur constante //, et ayant les singularit&s donndes en 
0, 02,...0,. Si Von pose 


) a ] i zn 4 
tz Pı log rn, + "+7, log A a ER 


on -aufa 


A] / “ an rd ri: A rn, pP 


er 
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U, prend sur € les valeurs 
HN — 9, logr, — -— /,log 
Si // est assez petit en valeur relative, en designant par 


‘ [4 4 
3. U), ..9 J “ 


les fonetions harmoniques eontinues dans ( et prenant sur € les valeurs 


log r,, logr,....log> 


on pourra &erire d’apres le second lemme 
U=H-Aa---B0-n, 

la fonetion n e&tant positive et moindre qu’un nombre donne a lavance 

On sait que l’on a 


IB MO' 
0, log R 
\ 


0, etant le conjugue de 0, par rapport A U, et a, designant la distance 90,. 
Nous avons done 


BERN, ) A Een | .) as .) A 
ed, =H+BP, log Er T j’n log ı 14 9; ee ar Pen % I. 


Sur C,@, prend certaines valeurs. Nous envisageons la fonetion 
satisfaisant ä 
A tt — ef” 


continue en dehors de €, sauf A liinfini, oü elle a la singularite correspon- 
dant au nombre @. En posant 
"; = — (N log "- l 


Nous AaVons 


Sur (’, V, prend la valeur de l’expression 


H+P,logr,+-+P,logr„telogr — 9,9 -""— 19,0, — 1. 


qui peut s’eerire 


i R N R 
1 a ) loo .i w ... he . OÖ x . (£ or a 
+ Pı °a,.M0' " Pl = yon 1 :log , ? 
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T'ransformons cette expression en nous servant des eonsiderations 
eometriques suivantes. Soit le quotient 


ie + (n=M0O,). 


En .J/ sur le cerele €’ de rayon Ä, ce quotient est egal A l’unite. 
|, expression 
» N : R 
(6. log 


\ . 
ar, 


est done nulle pour tout point ./ du cerele ©. Soit F=R—0d le rayon 
du eerele ( et un point .\/" sur €”, il est tres facile de voir que l’expression 
6.) prise pour le point .)/’ peut se developper en serie ordonnde suivant 
les puissances de 2 les ceoeffieients etant eux-m&mes des series en . et 
dependant naturellement de la position du point .)/’ sur €. Ge developpement 


1 Ö i : . 
sonverge pour „, et „, suffisamment petits; il ecommence par un terme en 
e \ \ 
Ö | . Ö . is 1 i 
yo, et de plus le eoefficient de 7 qui est une serie en „, a comme premier 
\ ı x 
terme —1. Soit done en ./' 
r R Ö Öö’ 
00 L ;_ — —— #» ... | l; . Re; 
| - a,r, ( r Er TA pt 
On a, d’autre part, 
1 R' Ö + me :; 
) = = 
BR. R’3m" 
Done, on aura 
r. R R' ) 
g-—=log ha; 
le, be tur 


1 Ö i , 
pet g (ul ne renferme pas de terme constant. 
I) 
Ceci pose, nous pouvons donner A la valeur de V, sur CU la forme 
sulvante 


/, etant une serie en 


R' Bu 
H+(P,+ ++ P,) log nt log +2 2,hu,—n. 
Done, d’apres le second lemme, la valeur de V, sur U sera 
R' Ki 
H+B + +Pmlog 5 teloghki4tv—n, 


 &tant une fonetion positive tres petite, si // a et& pris assez petit en valeur 
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relative, et »" designant une fonetion harmonique reguliere A lexterieur de 
(", et prenant sur C la valeur 


I 
Br ar 
.) Ri —- 7. 
Enfin sur €, v, aura la valeur 
1 3 Ne PR. Ba 
+(@e +1 + ++ P,) log R rov—1q 


Or " est de lVordre de grandeur de expression (7.). Done, si 
est suffisamment petit (d etant une quantite finie queleonque), et si // a ete 
pris assez petit en valeur relative, on peut affirmer que le signe de 


7) 
I) 


(@+P, ++ 7,)log R +V—r' 
- {1 
est le signe p/us, A cause de liinegalite 
0 P +++ P, <U, 


1 . 
car le terme en „, a pour eoefficient 
\ 


— (e ++ P,).0. 

Nous arrivons done A limportante conclusion que », sur ( est 
superieur & Hl, c’est-a-dire A la valeur de ”, sur cette m@me courbe. On 
se sert des valeurs de ”, sur € pour former une fonetion , prenant les 
memes valeurs sur (, satisfaisant a l’&quation 

du=e* 


et ayant les singularites 9,,0,,...0,. De «, on passe a une fonetion ",: 
or, puisque 


1 >u, (sur () 
il en resulte que 

»>tr (sur (”) 
et par suite 

„.>v, (sur (). 


Or on se sert de ”, pour former ,, toujours d’apres le m&me 
mecanisme; on aura done 


3 


u; >U (sur €). 
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Les , comme les », vont done toujours en croissant, et le premier 


lemme peut &tre appliqu& sous la forme que nous lui avons donnee plus 
haut ($ 8), ear si l’on pose 


U, = Pi log r,.t+° + PB, log „tr l AR 
on aura pour U, Vequation differentielle 
AU, =rf ..reneli, 


Les , restant sur U superieurs A un nombre fixe, il en sera &vi- 
demment de m&@me des U, sur €. Il est elair, d’autre part, que l’on aura 


KA,2e. Hl, (sur (). 


Toutes les conditions du lemme premier sont done verifices et la 
demonstration sacheve immediatement. 











Uber den KEisensteinschen Satz von dem Charakter 
der Koeffizienten der Reihenentwicklungen 
algebraischer Funktionen. 


Von Herrn Leo Koenigsberger in Heidelberg. 


Ohne auf eine Besprechung der Einzelheiten der von Fisenstern in 
den Monatsberichten der Berliner Akademie vom Jahre 1852 nur flüchtig 
angedeuteten Sätze und der sich an diese anschließenden Bemerkungen von 
Heine und Hermite näher einzugehen, sollen hier diejenigen allgemeinen 
funktionentheoretischen Sätze kurz entwickelt werden, von denen die Resultate 
der bezeichneten Arbeiten nur ganz spezielle Fälle bilden, 


Ist eine Funktion y von x dureh die Gleichung definiert 


1) fe) + May + +) y+Y,la)=0, 


deren Koeffizienten in der Umgebung eines Wertes ©=S den Charakter 
ganzer Funktionen haben mögen, so wird sich dieselbe in der Form 


fa = +0, @-9+0, @-9+-)y 
+(b, +b, c-H)+b, (a -S’+.)y 

+ (m, +m, HS) +m (a +++) y 

+, +n, C—$5)+m a +)—=0 





darstellen lassen, und es werden die dem Werte = zugehörigen Werte 
von y durch die Gleichung bestimmt sein 


(3.) Ay" + buy” Fe tmytm=V. 
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Wird zunächst eine einfache und endliche Lösung der Gleichung (3.) 


mit »; bezeichnet, ist also 


027) 


(4.) 9) = md, _ Yülbe + (m — 1) bu Ti + tm 


i- 


von Null verschieden, so wird sich y in der Umgebung von «=$ in eine 


Potenzreihe von der Form entwickeln lassen 
—£ ' 2—&£ 2 7 
(5.) yant tg 
deren Koeffizienten aus den Gleichungen 
’ of 
(6.) (28 + (3), : =), 
7) (5; A), b - (3 ), WW: +(5 y“ 5). n: +43 0 ), =) 


usw. bestimmt werden, und es wird sich nunmehr darum handeln, die Eigen- 


schaft der Werte dieser Koeffizienten in Beziehung zu den Koeffizienten der 


Gleichung (2.) zu ermitteln. 


Nach einem früher”) von mir entwickelten Gesetze ergeben sich die 
Ableitungen der Funktion y der Gleiehung (1.) aus der Relation 


a | : n, OMstmt . tn, T . Mo rn, (o > No 1 
m, ’ . Ba. 000 1 9 e 4 ll 


dr Oyretnt Ho: . 


Of x 


15 
oy' 


y® f =(, 





in welcher die Differentialquotienten in bekannter symbolischer Weise auf- 
zufassen und die Koeffizienten durch den Ausdruck bestimmt sind 


o! 1 


Q'\ 
I) Annan Themen ANNAHMEN"... lien" 


Da sich aus den Gleichungen (6.) und (7.), wie unmittelbar aus (2.) 


1, W: und 6, 


zu ersehen, 


, „Über das Bildungsgesetz der höheren Differentiale einer Funktion von Funk- 
tionen“, Mathematische Annalen Bd. 27 





.n„ 


A 
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als ganze und ganzzahlige Funktionen von S,, und den Koeffizienten der 
Gleichung (2.) ergeben, so wird es, um die Allgemeingültigkeit dieser Eigen- 
schaft zu erweisen, nur nötig sein zu zeigen, daß, wenn für 


(10.) (52), == 
die Größen 


Ben u? ! "ch nn 
(11.) (3 ): (1, 21 (3 ): Ayo. 1) JE (IT, 


sanze und ganzzahlige Funktionen von &,, und den Koeffizienten der 


l 


Gleichung (2.) sind, diese Eigenschaft auch für den Ausdruck 


yo— 
' (y“ ): 


0 . 
erhalten bleibt. 


Nun geht aber aus (8.), (9.), (10.) und (11.) hervor, daß 





ae | (el Of „ \r utmt ee tn 
(ueN\.— y z- ( A 
— ( 7 = - ö z P I, 
0! J )s Deere v n,'0,} 2... Ne! or Er ) 0 Tu 
n,+2n,+ ++ (o—1)n,„_ 170 
yrıt e—17" ("7 (7" 1 
| | ( 1, +n,4 "o—1f N en, tm 4 .+n, 1 / 
9\)= 1 = zu — gl 
12.) DU N Ny er No: LO Oo yet trg-ı  1!02u,-19 ym+t tn, H ü 
n,+2n,+ a u PR En 
n.(n—1) orten f 2 
+ N > n,—=?2;/ not" +n 4 £ rt 
Z! O4 Oy ’ o—1 r 
X y Fat +4 9 ) GG, re 
ist, ferner ist ersichtlich, daß der Exponent », +7, +: + N, ,—2 von z eine 
positive ganze Zahl ist, die auch Null sein kann, und daß wegen 
l n(n, —1)...(n —u+1) omtmte tr (zr yt) 
N ! n,! BR. N! ] = a. u Om mu oy.t Nat ++ *+ rn9—1 + u 


_m,+n, + r +ne-1)! PP—1)... (pn, +u + 1) ag—1)..(g—n, Er fo I u | 


n,10,!... N! 1.2...(n —u) 1.2.3... +n,+-+n,-'1 +) 
gt tet at at ana pam 
er i J i 


k 


die rechte Seite der Gleichung (12.) wieder nur ganze und ganzzahlige 


a 
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Funktionen der Koeffizienten der Gleichung (2.) einschließen wird, sodaß 
sich unmittelbar das nachfolgende 'T'heorem ergibt: 

Wenn die Koeffizienten einer im y algebraischen Gleichung fe; y)=0 
ın der Umgebung eines Wertes = den Charakter von gJunzen Funktionen 


haben, und es ıst für einen dem £ zugehörigen endhchen Wert n von y 


m 


"on Null erschreden. «ılso 7 eine einfache Lösung der (Gleichung 


I(S; Y) Eng 0, 


so st y ın der Umgebung von @=$ in ewme Potenzreihe von der Form 


a ‚@—H 
yh + (1, + (r, r +. (1, +... 


4 4 gr 


entiwickelbar, worin 2,G,, @5, ... ganze und ganzzahlıge Funktionen von &, 
und den Koeffizienten jener Reihen sind, welche ın f(x, y) die Koeffizienten 
der einzelnen y-Potenzen darstellen. 

Welche Form man hiernach dem von Eisenstein für algebraische 
Funktionen mit rationalen Zahlenkoeffizienten ausgesprochenen Satze zu 
geben hat, ist unmittelbar ersichtlich. 


Ist dagegen 
1: ofla,y) 
(13.) ( oy E: 


so mögen zunächst die in der Umgebung von «=S eindeutigen und mehr- 
deutigen Zweige der Funktion auseinandergehalten werden, welche in diesem 
Punkte den gemeinsamen Wert 7 annehmen, 

Nehmen wir an, daß »; nur eine doppelte Lösung der Gleichung (3.) 
ist, also 


(14.) f, We. 9: (3): ) 0, (Z),, +0, 


so wird die Gleichung (6.) unter der Voraussetzung, daß der entsprechende 
Zweig der Funktion um © —=$ herum eindeutig ist, und die Ableitungen von 
y somit für © =£ sämtlich endlich sind, 














Koen Mi sber« er be f den kis:ı nste In schen Satz. 
: b) 


If 
€ PAR 0 


ergeben, und die dem Wertepaare @=&, y -n zugehörigen Werte von y’ nach 
(7.) die Lösungen der quadratischen Gleichung sein 


1) re). Nr, 


deren Koeffizienten ganze und ganzzahlige Funktionen von $,n7 und den 
Koeffizienten der Gleichung (2.) sind. Unter der Annahme, daß die Lösungen 
dieser quadratischen Gleichung verschieden sind und eine derselben mit >, 
bezeichnet wird, ergibt sich aus der für e=3 aus (8) hervorgehenden 
Beziehung 


+ rad ta!” 


Ow' Od Oo xo y‘ Oy “3 


(16.) Dee 
MO ER 
7 3 (-- oy + oy® N )y + oy Y V, 





wenn 
(17) er +(5,5), ‚m 


gesetzt wird, wie aus den durch die Differentiation hinzutretenden Zahlen- 
faktoren ersichtlich, 


(18.) (= er 1(z 3).+ 3 (4: "oy?: nt (er ) „Mm ' (op) a 


— 


als ganze und ganzzahlige Funktion von $,,,,,,, und der Koeffizienten der 
Gleichung (2.). 


Da nun ferner aus (8.) 


o'f ee; "2 of et OT 
o.r* 4 04° Oy gr 6 Oa’oy’ yr 4 oady° + ® y' J 
n3f n3 
N a 
(19.) +6 d2öy +25 og: y +3 „y 
( u ! m 6 If 2 f I\ 
+4 OL y)y FL ZELLEN. 0) 

‘ 0x0 Zi oy - \ Oy Oy 





folgt, so ist wieder unmittelbar ersichtlich, daß 
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u 
: =), +6 
! = 
314 ): un 0.«° n „A 
HH 37 o’f | 
+), re). rl), m] 
Eike y? oxoy En os en 
(20.) PER | 
K, ( o’f +2( o°f ei ,), FB = 
211 \02@’Oy ’:, " = OwOy’/z ur oy’ An 4 9 
Er ), GW ):) 
’ € 
eine ganze und ganzzahlige Funktion der Größen &,7,», und der Koeffi- 
zienten der Gleichung (2.) ist, und somit, genau wie oben, wenn € 
23 „23V —)3 
‘ \ Z A m A ) 
(21.) (4): = 34 Ir VII 


gesetzt wird, 2, 955... 9,,... ganze und ganzzahlige Funktionen eben jener 
(aröben. 

Für die durch die Gleichung (2.) definierte Funktion y von x, welch 
fur v=$& den Wert n annimmt und sich in der Umgebung von @=$ durch 
eine Potenzreihe darstellen läßt, wird, wenn n nur eine doppelte Lösung der 
(rleichung (3.) ist, die Entwicklung von y sich in der Form darstellen 


Se 5 
yar+na@-9d+g =) + 9 


Pie? „un u’ > +‘ #9, et +, 


l 





worin I eine der heiden «als verschteden sorausgesetzten Lösungen der qud- 
dratischen Gleichung (15.) ist, deren Koeffizienten ganz und ganzzahhg aus 
&,» und den Koeffizienten der Gleichung (2.) zusammengesetzt sind, z, durch 
den Ausdruck (17.) defintert ıst, und 2, 9, 4; ... ganze und ganzzahlıge 
Funktionen eben jener Größen und von 1, sind. 

Hat die quadr: ische Gleichung (15.) jedoch gleiche Lösungen, ist 
also auch 


(28.) Era +5), = 0; 


Oady/zn oy’ 


so wird vermöge (16.) auch 


2) Y 


(24.) Z 5) +3 (z . Biere 2, +), ar), 


a’ oy 
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und es wird sich (y"); nach (19.) als Lösung der quadratischen Gleichung 
na nf, 
ya & 23 (- o°’f RO, \K u 
(z y’ r), u 2 [6.5 oy „" z oxdy" ); mr 5%), N 4 3: 
zn /0°f o'’f o*f 
(2 ) | Ks we r4 oa’cdy hi +6 Oa’oy’/: an 


rt 


| +42 ‚+6 2 4]=0 
vo y’ oy' /£, h 


ergeben, deren Koeffizienten ganz und ganzzahlig aus &,n,», und den 


Koeffizienten der Gleichung (2.) zusammengesetzt sind, und von der wir 





eine Lösung mit », bezeichnen wollen. 
Da aber in der aus (8.) sich ergebenden Beziehung 


4 +6. 0° 10. o°f y" 110 9° +5 o°f y*4 o°f y 


2” d) ro yf X ‚oy’ ox Oo y | oroy'' ey 


Nn4r n4f . | 4 j \ 
o"f . of B Pr Hy. 
+ ul, +9 3435449 +3 a y’+ 2 y")Y 


ow0oy vo y” oO 


+10(,° +2; -z y+5, u" + +15(, DE 


2 5 woy? (®, 2oy 





7 FE N n Of n,m, Of,v 
+9 er + oy' J )y r 10 oy ‚1 Oy Ans v, 


wenn in ihr 2=S5, y=n gesetzt wird, der Voraussetzung nach die Koeffi- 
zienten von (4 );, (y'); verschwinden, so werden sich, wenn der unter der 
Annahme, daß », eine einfache Lösung der Gleichung (25.) ist, von Null 
verschiedene Ausdruck 


(27.) en x’? ),, + (2), &,y A +(3, 5), n nt 5): u 


gesetzt wird, wiederum aus (26.) und den weiteren aus (8.) abgeleiteten 
Gleichungen 


. > 2v—5 
” (y""): == h;, 2 (y ‚= Pas MR” = (y): : h, un: 


als ganze und ganzzahlige Funktionen von &,7,,7,,,, und der Koeffizienten 
der Gleichung (2.) ergeben. 

besitzt also die Gleichung (3.) die Lösung 7 nur zweifach, sind ferner 
die beiden Lösungen n, der Gleichung (15.) einander gleich, die beiden Lösungen 
N, der (Gleichung (25.) aber verschieden, so wird sich die Entwicklung der ın 


der Umgebung von @©=S£ eindeutigen Funktion y in der Form darstellen lassen 
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y=]N | 1 — 8 + —N+h, en: &)’ ee «+h, ey u. 


worm 2%, durch den Ausdruck (27.) bestimmt ist, n, 91,9» Lösungen von 
(rleichungen sind, deren Koeffizienten ganz und ganzzahlig resp. aus £ und 
den Koeffizienten der Gleichung (2.), aus diesen Koeffizienten, & und n, end- 
lich aus diesen Koeffizienten, &,n und n, zusammengesetzt sind, während h,. 
hs... ganze und ganzzahlıge Funktionen von &, 17, 9,,97. und den Koeffizienten | 
der (rleichung (2.) sind. 
Ist », jedoch eine doppelte Lösung der Gleichung (25.), so wird die 
Gleichung (26.) die Beziehung ergeben 
2, +), tr), 


Ox'Oy/: oa’ cy’ 


DATA j TATAWR +55), 


oy 


, 10; et 1er x” ö 7, te, ü en, ) ln 


7 


+15(|.0,2),, +), 130, 


und erst die aus (8.) für o=6 hergeleitete Gleichung wird (y''); als Lösung 
einer Gleichung zweiten Grades liefern, deren Koeffizienten ganz und 
ganzzahlig aus S,n7,n,,n, und den Koeffizienten der Gleichung (2.) zu- 
sammengesetzt sind, während sich die Darstellung der Potenzreihe für 
genau analog den früheren Formeln ergibt. 

Entsprechend gestalten sich, wie unmittelbar ersichtlich, die Resultate, 
wenn die Größe n eine mehr als doppelte Lösung der Gleichung (3.) ist, 
und es werden sıch somit für den Fall der Eindeutigkeit der Funktion y, 
welche ın der Umgebung von «=$ durch die Gleichung (2.) defimert ıst, für 
jeden der Zweige Entwicklungen von der Form ergeben 


a. Hal -H+a- E &)" 4 £ 


(w a I +1 (2— Et? 


et . j < 
+ — + Yarı 1 a u rE re, 


u! 
worin n die Lösung ewmer ganz und ganzzahlig aus den Koeffizienten der 


(Hleichung (2.) zusammengesetzten Gleichung, n, die Lösung einer aus diesen 


und nz 7» die Lösung einer aus diesen, n und n,; usw. ganz und ganzzahlıy 
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zusammengesetzten Gleichung, endhch Yu Yuzz, ... ganz und ganzzahlig aus 
«llen diesen Größen zusammengesetzt sind. 

Entsprechen dem Werte @—=$ unendlich große Werte von y, ist also 
mindestens der erste Koeffizient der Gleichung (3.) gleich Null, so wird, 


wenn y= - gesetzt wird, das entwickelte Theorem für > als Funktion von « 
gelten, und z durch eine Gleichung von demselben Grade mit denselben 
Koeffizienten definiert sein, so daß z in der Umgebung von 2=S eine Ent- 
wicklung der oben bezeichneten Form 


= u 5 N n 
irn trrge) 


besitzt, und sich danach für y im allgemeinen die Entwicklung nach steigenden 
Potenzen von © —$ mit einer endlichen Anzahl negativer Potenzen dieser 
Größen aus der Form 


&! PR | Ns+l &! j 7 &! , | 
TE - un! € 1 ” i - Dunn - 5 Ay I_ u EN ——- 
/ PR" 1 ns (£+1)! ( )4 1 N. u! ( 5) 
 Fu+l (vv — E)utlme 1 Yu+? (‚7- DL, | \ 
Ne Z N: 2 


ableiten läßt. 

Wenn endlich die Gleichung (3.) 'eine mehrfache Lösung », besitzt, 
und das zugehörige y im Punkte ©=5 einen r-fachen Verzweigungspunkt 
hat, so wird die Gleichung (2.) durch die Substitution 


1 
(9-1 
in die Gleichung desselben Grades m und mit denselben Koeffizienten 
Het te)" +++ + 
+ m +m !+m "+ ya tritt” +.) 0 
übergehen, und die um ?/=0 herum eindeutige Entwicklung nach dem oben 
ausgesprochenen 'T'heorem die Form annehmen 


get! u 


! ! 
. Na 22 Ne a," a 
y=Nn + ıı + 55! + er + 0 Fran FL +Yo+2 7'3 


sodaß die Entwicklung der r im Punkte &«=& einen Zyklus von r Elementen 
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Inldenden Funktionalwerte die Gestalt hat 


yantı(a—$ Sy + 1: (a8) ++ "(e-9' 


o+1 0+?2 


2 RE Ca 
+ Ye: 2), er YiE de 


und die Koeffizienten derselben wieder in der oben angegebenen Weise aus den 
Koeffizienten der Gleichung (2.) zusammengesetzt sind. 
Ist z. B. die Gleichung gegeben 
(1-22 +.) +(—8+122— 4a) y’ +(18—- 160 — 212’ + 130° + 62%)? 
+(— 16 +40 + 382° — 4 — 18 — 4?) y 
+5+20— 182-5 +12 +7 +) U, 
die für @«—-0 die Lösung 7-5 einfach und die Lösung „=1 dreifach besitzt, 


19] 


(2 IR r 


und somit die Entwicklung des zugehörigen Zweiges die Form haben 


so wird zunächst für @=0, 


2 3 
- Y nn / PH v «dW 
! — (7 - (7. - (7. £ - ..® 
Y + 1 64 + 17 6a rt 13 64° tr 
worin (,, @,, (7,,... ganze Zahlen und zwar 


G,—2.64, (1,—48.64', 


sind, sodaß sich 


-5+22 +24 > "+ =3+0 . 
A a“ Er" Ber 


ergibt. 
Für ©=0,n=1 erhält man 


(= 0,10 6 -G 4) =(z ir (54), m 
(5), (5 7 Mn 0, (a), =! AR: 5),= | 


sodaß die Gleichung 


°f BL: 6 OR 


0° ' ‘ 
ta N eV” er 2 Hy 


für yY=n, den Wert 2 einfach und den Wert 0 doppelt liefert. 
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Für „=1,n,=2 folgt aus 


= (), +4 (255), ‚mt Haren). + (a), +), 
+ [5,2 


da Bi 27 
0 (a, 60 (),, 60, 
2 | 
(Ge (a 
daß z,=—32 wird, und man erhält wie oben 
yaltzchgat ge teeltet, . 


Geht man aber von der dreifachen Wurzel „—1 und der doppelten 
Wurzel „,=0 aus, so wird die Gleichung (26.) die in (y”), quadratische 
Gleichung liefern 


h 5) 
ı? . 7] .) 
yt:z >y 15= 


im ersteren Falle folgt aus 


IV) 02 


und somit für 7, die beiden Werte —1 und — 


der für e=6 aus (8.) abgeleiteten Formel 
halt o'f o*’f L,). | / ‘ \ ] 
= 20 55, FÜR 3 (auröy 0,1 +3 (5 x0y’/o,ı L Hr), nr 
er. oO f / ‚ 3 / 
60 | +25) m | 
-6 . +6) b, 1 


der Wert 3,=—240 und für die Entwicklung dieses Zweiges 














Zur synthetischen Theorie 
der Raumkurven I1I. Grades Ak” und der Kongruenz € 
ihrer Schmiegungsstrahlen. Kubische Raumkurven 
und biquadratische Regelflächen, die bezüglich %’ 

autokonjugiert sind. 


Von Herrn Stanislaus Jolles in Berlin. 


I. Bekanntlich bestimmt eine Raumkurve III. Grades 4° einen Null- 
raum I, in welchem den Punkten von 4? ihre Schmiegungsebenen als 
Nullebenen zugeordnet sind. In > entspricht jeder Unisekante und jeder 
eigentlichen und uneigentlichen Bisekante von A” eine in einer Schmiegungs- 
ebene bezw. in zwei reellen oder konjugiert imaginären Schmiegungsebenen 
gelegene Gerade, welche Uniplanare bezw. eigentliche oder uneigentliche 
Biplanare von 4” genannt werden möge.) Ist nun / der Nullpunkt einer 
Ebene im Nullraume I, so fällt nach Cremona die harmonische Polare 
von / bezüglich des Schnittpunktdreiecks von z und A’ zusammen mit der 
in ı gelegenen Biplanare von 4°.””) Ferner zeigte ('remona und fast gleich- 
zeitig Joachrmsthal, dab eine eigentliche Bisekante nur mit einer uneigent- 
lichen Biplanare von 4? inzident sein kann”) Üremona und Joachimsthal 


*) Diese Bezeichnungsweise gestattet sehr leicht in der projektiven Geometrie der 
kaumkurven und Ebenengewinde die dualen Beziehungen auszusprechen. Den Trisekanten 
gewisser Raumkurven stehen z. B. die Triplanaren der zu ihnen korrelativen Ebenen- 
voewinde gerenüber usf. 

“") Cremona, Sulle linee del terz’ ordine a doppia curvatura. Annali di Mate- 
matica, 1. Serie, 2 (1859), 8. 21. 

") Öremona, Sulle linee del terz’ ordine a doppia curvatura. Annali di Mate- 
matica, 1. Serie, 1 (1858), S. 167. 
Joachimsthal, dieses Journal Bd. 56 (1859), S. 45. 
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benutzen analytische Hilfsmittel; synthetisch wurde jener Satz aus der T’heorie 
der Raumkurven III. Grades zuerst von Schröter”) dieser von Herrn #teye”” 
bewiesen. Doch sind meines Erachtens Schröters Darlegungen nur völlig 
einwandfrei, wenn -r mit A’ drei reelle Punkte gemein hat. Für beide Sätze 
werden im folgenden einfache synthetische sich aus den Grundeigenschaften 
von 4? organisch aufbauende Beweise entwickelt. Hierbei erweist sich der 
zweite (remonasche Satz ohne weiteres als eine Folgerung eines von 
». Dtaudt gefundenen Satzes über konjugierte Ebenen bezüglich einer Raum- 
kurve III. Grades.”””) 

Diese Entwicklungen eröffnen den Zugang zu einer projektiven Be- 
handlung der von den Schmiegungsstrahlen der Raumkurve Ill. Grades 
sebildeten Strahlenkongruenz Ill. Grades (5. Unter anderem ergeben sich 
die Strahlen von C; als Regelstrahlen von ©’ Regelscharen IV. Ordnung mit 
dreifachen Punkten und dreifach berührenden Ebenen. Letztere gehen durch je 
eine Biplanare, erstere liegen auf je einer Bisekante von 4”. Jede dieser Regel- 
scharen ist perspektiv zu 4” und je einer zweiten kubischen Raumkurve / 
deren Punkte bezüglich A’ paarweise konjugiert sind. Diese Kurven mögen 
deshalb autokonjugiert bezüglich 4° genannt werden. 4” ist umgekehrt auch 
autokonjugiert bezüglich A). (Ist überhaupt eine kubische Raumkurve < auto- 
konjugiert bezüglich einer kubischen Raumkurve c', so ist ec auch auto- 
konjugiert bezüglich ec.) Die zu 4° und Ä, perspektive Regelschar IV. Ord- 
nung ist autokonjugiert bezüglich dieser Raumkurven, wie auch bezüglich 
der sich ihnen anschmiegenden Ebenengewinde. Mit Rücksicht hierauf heißt 
sie autokonjugiert bezüglich der Raumkurven Ill. Grades 4 und %,. 

2. Den Punkten und Ebenen eines Schmiegungsstrahles a einer Raum- 
kurve III. Grades /4* sind bezüglich 4° die Punkte und Ebenen eines 
Schmiegungsstrahles a’ von 4” konjugiert.7) Die Verbindungsgeraden kon- 
jugierter Punkte von a, a’ sind Bisekanten, die Schnittgeraden konjugierter 
Ebenen Biplanaren von A”. In einer durch a gehenden Ebene rn liegt sonachı 


*) Schröter, Theorie der Oberflächen zweiter Ordnung und der Raumkurven dritter 
Ordnung. Leipzig 1550, S. 288. 
**) Reye, Die Geometrie der Lage. 2. Abteilung, 2. Auflage, Hannover IS), S. 10] 
***), u, Staudt, Beiträge zur Geometrie der Lage. Drittes Heft, Nürnberg 1560, 
S. 322, N. 499, 
T) Cremona, Memoire de geometrie pure sur les cubiques gauches, Nouvelles 
Annales de Mathematiaues. 2. Serie, 1 (1862), S. 297. 
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eine Bisekante « und eine Biplanare ? von 4?, die sich auf a’ schneiden, und 
dieses Ergebnis läßt sich folgendermaßen aussprechen: 

Sind ein Schmiegungsstrahl a und eine Bisekante « einer Raum- 
kurve III. Grades 4° mit einer Ebene n inzident und gehen sie nicht 
durch denselben Punkt von 4”, so wird die Bisekante a von a und der mit 7 
inzidenten Biplanare ? von 4* in konjugierten Punkten bezüglich der 
haumkurve geschnitten. 

3. Drei reelle Schnittpunkte A, B, €’ von 4? mit einer Ebene 7 be- 
stimmen drei bezw. durch A, 5,’ gehende in n gelegene Schmiegungs- 
strahlen a, b,c. Sie schneiden die den Eekpunkten des Dreiecks AB 
bezw. gegenüberliegenden Seiten a, b,c in drei Punkten Y,8,€, denen 
bezüglich 4* bezw. die Punkte A’, B', 6’ konjugiert sind. AU, W _B,V__6,6' 
sind als Paare konjugierter Punkte je durch ein Paar Eckpunkte des 
Dreiecks APC harmonisch getrennt, und da sich bekanntlich a,b,c in dem 
rı durch 4” zugewiesenen Nullpunkte /? treffen, so liegen A’, 3’, 6’ auf der 
harmonischen Polare p von 7° bezüglich des Dreiecks AbÜ. Diese ist 
somit nach 2. identisch mit der in rn gelegenen Biplanare ?! von 4”, 

Wird auf a der durch die Punkte A, von P harmonisch getrennte 
Punkt @, und dann der von A,Q durch A harmonisch getrennte Punkt 7 
bestimmt, so liegt bekanntlich 7’ auf der harmonischen Polare p von ? 
bezüglich des Dreiecks AbC. Die harmonische Polare p von P bezüglich 
des Dreiecks AU wird somit auch erhalten als Verbindungsgerade des A 
bezüglich A° konjugierten Punktes W mit dem soeben ermittelten Punkte 7, 
Diese Konstruktion von p ist unabhängig davon, ob die von A? auf a her- 
vorgerufene Involution konjugierter Punkte hyperbolisch oder elliptisch ist. 
Sie liefert also auch die harmonische Polare p, wenn 5, C konjugiert imaginär 
sind, nur fragt sich, ob dann p ebenfalls mit der in rn gelegenen Biplanare / 
von 4” zusammenfällt- Daß p auch dann mit ? identisch ist, wird in der 
folgenden Untersuchung dargetan. 

4. Beschreibt n den Ebenenbüschel [a] um den Schmiegungsstrahl a, 
so durchlaufen die Bisekante « und die Biplanare bezw. zu [a] perspektive 
Regelscharen II. Ordnung. Die mit n je in einer Ebene gelegenen Strahlen 
.?t schneiden demnach den Schmiegungsstrahl a in homologen Punkten W, T 
zweier projektiven Punktreihen [W,...|, [T,...], und diese Punktreihen 
wiederum sind projektiv zu der auf a vom Nullpunkte ? von n beschriebenen 
Punktreihe [?, ...]. 
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So lange die Schnittpunkte 5,’ von r mit 4? reell sind, fällt 7 mit 
der harmonischen Polare p von /? bezüglich des Dreiecks AP (', sowie T mit 
einem Punkte 7’ zusammen, der nach 3. ermittelt wird, indem man zu- 
nächst den durch die Punkte A,A von / harmonisch getrennten Punkt (} 
aufsucht und dann 7’ als den durch A, @ von 1 harmonisch getrennten 
Punkt bestimmt. Dwurchlaufen nun die Punkte U und / auf a als homo- 
loge Punkte die projektiven Punktreihen [,...] und [7,...|, so durchläuft 
der durch die Punkte A, A von /° harmonisch getrennte Punkt (I die zu 
jenen Punktreihen projektive Punktreihe [@,...|, und der durch die Punkte 
A,@ von M harmonisch getrennte Punkt 7 die zu ihnen projektive Punkt- 
reihe [7,...]. Zur Punktreihe [l,...] war nun auch die Punktreihe |T., ... 
projektiv, folglich sind die Punktreihen [7, ...], [T, ...] zu einander projektiv. 
Homologe Punkte beider projektiven Punktreihen fallen, wie am Anfange 
dieses Abschnittes hervorgehoben wurde, zusammen, solange zn die Raum- 
kurve in drei reellen Punkten schneidet. Somit haben beide projektive 
Punktreihen mehr als zwei Punkte und folglich alle ihre Punkte entsprechend 
gemein, und die in einer Ebene rn gelegenen Punkte 7, T sind also auch 
identisch, wenn rn die Raumkurve /” in einem reellen Punkte A und zwei 
konjugiert imaginären Punkten 5, schneidet. Nun war die Verbindungs- 
gerade von 7 mit dem A bezüglich 4° konjugierten Punkte X’ die har- 
monische Polare des Nullpunktes ? von z bezüglich des Dreiecks Ab, 
gleichgültig, ob die Eckpunkte 5,(’ reell oder konjugiert imaginär sind, 
folglich gilt: 

Schneidet eine Ebene z eine Raumkurve III. Grades /” in drei 
Punkten A, 5, C, von denen auch zwei konjugiert imaginär sein können, 
und ist / der n durch 4° zugeordnete Nullpunkt, so fällt die harmo- 
nische Polare von P bezüglich des Dreiecks AP’ zusammen mit der 
in ı gelegenen Biplanare von 4”. 

». Gehen durch einen Punkt /, drei reelle Schmiegungsebenen 
0,17, einer Raumkurve III. Grades A”, so gehen durch ihn auch drei 
bezw. in «,,P,,/,ı enthaltene Schmiegungsstrahlen a,, b,,c,. Sie liegen in 
einer Ebene n,. Den Punkten und Ebenen der Schmiegungsstrahlen a,, b,, cı 
sind bezüglich 4° bezw. die Punkte und Ebenen dreier Schmiegungsstrahlen 
A, D,, c, konjugiert. a,, b,, c, schneiden sich in dem ?, konjugierten Punkte 7’, 
und liegen in der n, konjugierten Ebene m,. Die Verbindungsgerade 7, 7, ist 
somit eine Bisekante, die Schnittgerade 7, , eine Biplanare von /*. Sind 
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nun A,, 2,0, und A,, 5,,C, die bezw. auf den Schmiegungsstrahlen «a,, b,, c, 
und a,, b,, 6%, gelegenen Punkte von A”, und sind «a,,d,,c, und a,, b,, c, bezw. 
die Tangenten der Kurve in diesen Punkten, so bilden die die Schmiegungs- 
strahlen a, _b,,b,__t,.c%, bezw. schneidenden Bisekanten von 4? drei durch 
die Bisekante / P, gehende Regelscharen II. Ordnung #7, fi, if. Zu diesen 
hegelscharen gehören bezw. die Tlangentenpaare @,%__b,,b,__€,,€,, sie 
trennen in ihnen die eigentlichen Bisekanten von den uneigentlichen. Die 
eigentlichen Bisekanten von Z#%, If, AR: bestimmen nun auf Ä? bezw. die 
Punktepaare dreier hyperbolischen Involutionen [-J/ |, [J], [J]. mit den 
Doppelpunkten A,, A, _B,,B, _C,.0,. Da aber a,,b,,c, und a,, b,,c, bezw. 
in den Ebenen 7,,7, liegen, so sind 3,,C, und D,, (, Punktepaare von 
/\. 0,4 und (,, A, Punktepaare von [.J/|,, endlich A,, 3, und A,, B, 
Punktepaare von [-/|. Hiernach sind also A,, A, _B,, B,__C,,0, bezw. 
durch D,,0, 0,4, _A,,D, harmonisch getrennt, was zur Folge hat, daß 
die Doppelelemente jeder einzelnen der drei Involutionen [./ |, [J/];, [/ ]. dureh 
die Doppelelemente der beiden übrigen getrennt werden. Hoyperbolische 
Punktinvolutionen auf A”, deren Doppelelemente sich trennen, haben aber 
kein reelles Punktepaar gemein, folglich muß die gemeinsame Bisekante 
P,P, der drei Regelscharen #7, A}, AR} eine uneigentliche sein und es gilt: 
Durch den Schnittpunkt dreier reellen Schmiegungsebenen einer 
Raumkurve III. Grades 4” geht eine uneigentliche Bisekante der Kurve. 
Eine eigentliche Biplanare einer Raumkurve III. Grades ist nur mit 
einer uneigentlichen Bisekante von A’ inzident. Werden zu drei Punkten 
1,2,0, von A’ drei weitere Punkte A,, 5,, (', derart bestimmt, daß 
A4,B&0,B,0,B A, €, A,0, BP, drei harmonische Würfe bilden, so 

sind die Ebenen A, 5,C,, 4, 5,0, konjugiert bezüglich der Kurve.”) 


*) (remona hat diesen von ve. Staudt zuerst veröffentlichten Satz, auf den schon 
in 4, hingewiesen wurde, später ebenfalls ausgesprochen, und, wie ich soeben bemerke, 
mit seiner Hilfe in einer Anmerkung in den Nouvelles Annales de Mathematiques, 
2. Serie, 1 (1562), S. 446 dargetan, dal eine eigentliche Biplanare von k* nur mit einer 
uneigentlichen Bisekante der Kurve inzident sein kann. Er benutzt zu seinem Beweise 
durch Rechnung gefundene Ergebnisse über äquianharmonische Punkte von 4°, Irrtümlicher- 
weise ist die jene Anmerkung enthaltende dritte Fortsetzung des Memoire de geometrie 
pure sur les cubiques gauches in dem Inhaltsverzeichnisse des betreffenden Bandes der 
genannten Zeitschrift nicht aufgeführt und entgeht daher leicht dem Leser der Oremona- 
schen Abhandlungen über kubische Raumkurven. 
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6. Grleitet eine Bisekante von /” längs einer Unisekante « dieser 


Kurve entlang, so beschreibt sie eine Regelschar II. Ordnung, deren Strahlen 


/* in den Punktepaaren einer Involution schneiden. Diese Involution ist 
hyperbolisch, wenn jene Regelschar zwei reelle Tangenten der Raumkurve 
enthält. In diesem Falle begrenzen die Tangenten auf v« zwei Strecken, 
in denen « bezw. von den eigentlichen und uneigentlichen Bisekanten von 4 
getroffen wird. Fällt » insbesondere mit einem Schmiegungsstrahle a von 
/” zusammen, und heißt « die ihn enthaltende Sehmiegungsebene und «° der 
in « gelegene zur 'l’angentenschar von A’ perspektive Kegelschnitt, so gehen 
durch jeden außerhalb «? gelegenen Punkt von a drei eigentliche, durch 
jeden innerhalb «° gelegenen Punkt von a nur je eine uneigentliche Bi- 
planare von 4”. Da nun nach 9. durch jeden Punkt des Schmiegungs- 
strahles a, in dem er eine eigentliche Biplanare von 4” schneidet, eine un- 
eigentliche Bisekante von 4” geht, so kann a nach der Auseinandersetzung 
am Anfange dieses Abschnittes innerhalb «’ nur von eigentlichen Bisekanten 
geschnitten werden. Der Schnittpunkt einer Bisekante von /* mit einer 
beliebigen Schmiegungsebene der Kurve liegt also innerhalb oder außerhalb 
des Kegelschnittes, den diese Schmiegungsebene mit der Tangentenschar 
von A” gemein hat, je nachdem jene Bisekante eine eigentliche oder un- 
eigentliche ist. Durch jeden Punkt einer uneigentlichen Bisekante gehen 
demnach drei reelle Schmiegungsebenen, durch jeden Punkt einer eigent- 
lichen nur eine. Eine eigentliche Biplanare ist somit nieht nur, wie in ». 
bewiesen wurde, mit einer uneigentlichen Bisekante inzident, sondern auch 
umgekehrt eine uneigentliche Bisekante allein mit einer eigentlichen Biplanare. 

1. Die Punktwürfe A, 5, A,C, und A, B, A, ©, auf der Raumkurve /° 
gierten Ebenen 


o 


sind nach 9. harmonisch, wenn /’ von zwei bezüglich 4° konju 
71,,7, je in den Punkten A,,5,,€C, und 4,, D,, (, geschnitten wird. Sind 
somit A,,A,__B,,D, __C,,C, homologe Punkte zweier auf 4” gelegenen pro- 
jektiven Punktreihen [A,, 3}, ©, ...], [A:, Da, O5, ...], so entspricht dem Punkte 
A, der ersten Punktreihe der Punkt A, der zweiten. Die homologen Punkte 
A,, 


demnach sind die nach 9, sich gegenseitig trennenden Punktepaare A,, 4, __D,, 


A, beider projektiven Punktreihen entsprechen sich folglich doppelt, und 
B, __€,,(% Punktepaare einer elliptischen Punktinvolution.”) Die Verbindungs- 


*) », Staudt, Beiträge zur Geometrie der Lage. Zweites Heft. Nürnberg 1857, 
S. 178, N. 285. 
Journal, für Mathematik Bd. 130. Heft 4. 
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seraden A, A,, B,B,, (, (5, gehören somit zu den Strahlen einer aus Bise- 
kanten von /* bestehenden Regelsehar II. Ordnung A’, in der sich keine Tlan- 
genten von 4” vorfinden. — Den Punkten des mit x, und A, inzidenten Schmie- 
eungsstrahles a, sind nach 9. die Punkte des mit , und A, inzidenten 
Schmiegungsstrahles a, konjugiert. Sonach enthält die durch a, und den 
Regelstrahl A, A, von A’ gehende Tangentialebene von Z auch die Tan- 
gente «, von A im Punkte A, und berührt infolgedessen die Regelschar /? 
im Punkte A,. Der Schmiegungsstrahl a, schneidet also Zr außer in A, 


( 


noch in einem Punkte A\, der auf dem durch A, gehenden Leitstrahle 


dieser Regelschar gelegen ist. Aus dem gleichen Grunde schneidet der 


Schmiegungsstrahl a, die Regelschar #” außer in A, noch in einem 
Punkte A) ihres durch A, gehenden Leitstrahles. Nun ist AY AZ ein 
Regelstrahl von ZA’, folglich sind a,. a, reziproke Polaren für A; ein 
Gleiches gilt von den mit 7,, , inzidenten durch B,, B, bezw. (,,C, 
ehenden Schmiegungsstrahlen b,,b, bezw. c,.c. Die Schnittpunkte 7, PB; 
von a, D,,c; bezw. a,, b,, c, ergeben sich hiernach als Pole der Ebenen 
1,,71,, ihre Verbindungsgerade PP, als Polare der Sehnittgeraden z, m, 
bezüglich A’. 

Ss. In dem durch eine Raumkurve III. Grades 4° bestimmten Null- 
raume 2 sind zwei bezüglich /* konjugierten Ebenen 7,,71, bezw. zwei 
bezüglich 4° konjugierte Punkte /, 7, als Nullpunkte zugewiesen. Schneiden 
die Ebenen 7,,7, die Raumkurve nur in reellen Punkten, so ist nach ». 
die Verbindungsgerade PP, eine uneigentliche Bisekante von 4’; ihr ent- 
spricht in I die uneigentliche Biplanare z,7,. Die Nullebenen ,, 7, zweier 
anderen bezüglich 4* konjugierten Punkte P,, 7, der Bisekante P,P, sind 
nun ebenfalls bezüglich A’ konjugiert, und da sie wiederum die uneigent- 
liche Biplanare 7,7, enthalten, so treffen sie die Raumkurve nach 6. in 
je drei reellen Punkten A,,5},C, bezw. A,, 5,,C,. Die Bisekanten A,A;, 
B,B5,(,(5 bestimmen nach %. eine durch A gehende Regelschar II. Ord- 
nung /?”, für welche die Bisekante // P, und die Biplanare 7,7, zu einander 
polar sind. Ebenso sind diese beiden Geraden auch polar zu einander be- 
züglich der aus Bisekanten von A” bestehenden Regelschar II. Ordnung #, 
welche nach %. die Ebenen 7,,’, bestimmen. Die je aus Bisekanten von 
4” gebildeten Regelscharen Zr, /” haben nun eine Bisekante « gemein und 
folglich auch die durch ihre gemeinsamen reziproken Polaren /, P,, 1,1, 


von : harmonisch getrennte Gerade »v. Durch eine Raumkurve III. Grades 





u 
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[X 


und zwei ihrer Bisekanten geht aber nur eine Regelfläche II. Grades, somit 
sind Zr und /F” identisch. Mit Rücksicht auf %. gilt hiernach: 
Entsprechen sich eine uneigentliche Bisekante 7 und eine uneigent- 
liche Biplanare r einer Raumkurve Ill. Grades 4° in dem durch & 
bestimmten Nullraume, so sind sie auch reziproke Polaren für eine 
gewisse aus Bisekanten von A’ gebildete Regelschar Il. Ordnung A. 
Je zwei bezüglich /f? konjugierte Ebenen 7,, r, der Biplanare v sind 
auch konjugiert bezüglich 4° und enthalten je drei reelle Schmiegungs- 
strahlen der Kurve. Den Punkten eines Schmiegungsstrahles der Ebene :r, 
sind die Punkte eines Schmiegungsstrahles der Ebene 7, bezüglich 4° 
konjugiert. Derart einander zugeordnete Schmiegungsstrahlen schneiden 
® in Punktepaaren, die je auf einem Regelstrahle von /f liegen, / ist 
somit durch je zwei bezüglich A’ konjugierte Ebenen der Biplanare r 
bestimmt. Die mit der Bisekante ” und folglich auch mit der Biplanare r 
inzidenten Schmiegungsstrahlen bilden eine Regelschar (IV. Ordnung), 
deren Strahlen paarweise für / polar sind. 

Eine eigentliche Bisekante » von 4° und die ihr durch den Null- 
raum > zugeordnete eigentliche Biplanare r bestimmen ebenfalls eine aus 
Bisekanten von 4” gebildete Regelschar Il. Ordnung Z’, für welche beide 
Geraden reziproke Polaren sind. Z/” geht, wie ohne weiteres einleuchtet, 
durch die T’angenten von 4’ in den Schnittpunkten mit der Bisekante 7 und 
ruft auf » dieselbe Punkt- und in r dieselbe Ebeneninvolution wie A’ hervor.” 

Auf die eindeutige Beziehung zwischen der Bisekante » und der 
Regelschar /” hat auch Herr /teye im 24. Vortrage der dritten Auflage der 
II. Abteilung seiner Geometrie der Lage hingewiesen. Sie bietet sich ihm 
dar bei der Abbildung der Kongruenz der Bisekanten einer kubischen Raum- 
kurve auf eine Ebene. 

%. Schneiden zwei bezüglich A” konjugierte Ebenen 7,,7, die 
kubische Raumkurve 4” bezw. in den reellen Punkten A,,B,,C, und A,, B,,C,, 
so sind bezüglich A’ nach 8. den Punkten der mit 7, und bezw. A,B,, 
inzidenten Schmiegungsstrahlen a,, b,,c, je die Punkte der mit 7, und bezw. 
A,, B;, C, inzidenten Schmiegungsstrahlen a,, b,, & konjugiert. Folglich 
gehören die Bisekanten A,A,, D,B,, CC, zu einer durch A gehenden Regel- 


*) Cremona, Memoire de geometrie pure sur les cubiques gauches. Nouvelles 
Annales de Mathematiques 2. Serie, 1 (1562), S. 3617. 








278 Jolles, zur synthetischen Theorie der Raumkurven III, Grades. 


schar II. Ordnung A. Diese Regelschar hat mit den Regelscharen II. Ord- 
nung I, Zt}, Zi, welche 4° und bezw. die Tangentenpaare a,,@,__b,,b,__C,, © 
enthalten, bezw. die Regelstrahlen /, r;, ,; gemein. ?/,;,?, verbinden bezw. 
die Punkte 49, A}__D1, 3} _ (01,05, in denen die durch A,, A, _B,B,__C,, C; 
bezw. gehenden Schmiegunesstrahlen a,.a, __b,,b,__4,,c%, die Reeelschar 
oO o > 19 19 o 
noch einmal schneiden. Hat nun die durch A,, 5,,C', bestimmte Ebene z, 
mit / den Kegelschnitt 7, gemein, so sind, da A,,D,,C,, A}, Bi, (7 nach %. 
bezw. auf den durch A,, B,,C,, As, D,, (, gehenden Leitstrahlen von /F liegen» 
4,340, AB,O,D, A,l7,B,C, nach 9. je vier harmonische Punkte von 
z. Folglieh sind: 
> ) Js \ { 
A,4A,, B, Ba, r}, 010». 


Y ! ! 

4,4, BB, 0/6, R. 
A} I ' ! 

A,A,, N"; B, B., 0,0; 


je vier harmonische Regelstrahlen von £’. Zu den Strahlen von /r gehören 
nach %. keine Tangenten von 4°. Sie sind demnach eigentliche Bisekanten 
der Kurve, und diese ruft auf ihnen hyperbolische Involutionen hervor, deren 
Doppelpunkte die Schnittpunkte jener Bisekanten mit A sind. Da die 
bezüglich 4” konjugierten Ebenen 7,,7z, der Voraussetzung nach die Kurve 
in je drei reellen Punkten schneiden, so ist nach 9. die Schnittgerade 7, :r, 
eine uneigentliche Biplanare und die durch 4° in ihr hervorgerufene Ebenen- 
involution elliptisch, Nach 8, verbinden nun ein Paar Ebenen o,, 0, dieser 
Involution die auf einem beliebigen Regelstrahle # von Zr gelegenen Kurven- 
punkte mit der Biplanare n,77,, folglich geht dasjenige Ebenenpaar dieser 
Ebeneninvolution, welches durch @,, 0; harmonisch getrennt wird, durch ein 
Paar bezüglich 4° konjugierter Punkte von ”. Werden umgekehrt zwei 
bezüglich 4” konjugierte Punkte S\, S; eines Regelstrahles s von Ä? aus der 
Biplanare 7,7, durch bezüglich A’ konjugierte Ebenen 0), 0, projiziert, so 
schneiden die beiden bezüglich 4° konjugierten Ebenen, welche 0), 0, har- 
monisch trennen, s in seinen Scehnittpunkten mit 4”. Die auf den Schmiegungs- 
strahlen a,, a,__b,, db, __C,, c%, bezw. gelegenen Punkte A}, A3__B1, B}__C, 2, 
in denen die Bisekanten ,,,,”, von den bezüglich A” konjugierten Ebenen 
71,, 7%, bezw. geschnitten werden, sind nun konjugiert bezüglich A’, somit 
treffen die beiden durch 7,,77, harmonisch getrennten und bezüglich X 
konjugierten Ebenen die Bisekanten »/,7,;,”, in ihren Schnittpunkten mit 
der Raumkurve. 
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10. Die Schnittgerade zweier zugeordneten Ebenen 7,,7, bezüglich 
einer Raumkurve III. Grades 4° und die Verbindungsgerade ihrer Nullpunkte 
P,, P, in dem durch 4° bestimmten Nullraum sind nach 8, reziproke Polaren 
für eine gewisse aus Bisekanten von 4” gebildete Regelschar II. Ordnung 
t. Diese Regelschar besteht aus zugeordneten Strahlen bezüglich der- 
jenigen hyperbolischen linearen Strahlenkongruenz S;, deren Leitgeraden mit 
P,P, und 7,7, zusammenfallen. Durch 5; ist A’ eine auf /f gelegene Raum- 
kurve III. Gerades A, zugeordnet. Sie hat ebenfalls 7,7, zur Biplanare 
und PP, zur Bisekante, sie ruft in ihnen bezw. dieselbe löbenen- und Punkt- 
involution wie A’ hervor, und sie geht dureh diejenigen Punkte von /, in 
denen die mit der Bisekante P,P, und der Biplanare 7,77, inzidenten Schmie- 
gungsstrahlen von A’ die Regelschar /” noch einmal schneiden. /* und 
berühren sich in den reellen oder konjugiert imaginären Schnittpunkten der 
Bisekante PP, mit 4. Die Tangenten in diesen Punkten sind die Doppel- 
strahlen der durch die Kongruenz S, involutorisch gepaarten Regelschar /, 


> 
> 


und die in ihnen bezw. /* und 4, sich anschmiegenden Ebenen fallen zu- 
sammen. Zwei mit PP, und 7,7, inzidente Schmiegungsstrahlen a,,a, von 
/?, deren Punkte wechselseitig bezüglich 4° konjugiert sind, werden nach ®. 
mit der gemeinsamen Biplanare 7,7, der beiden Raumkurven durch zwei be- 
züglich 4° konjugierte Ebenen verbunden und schneiden nach 9. die Raum- 
kurve /\, in zwei bezüglich A” konjugierten Punkten A}, A}. Die Punkte von X, 
sind folglich paarweise bezüglich 4* konjugiert, oder A) wird dureh A’ in sich 
selbst übergeführt. Aus diesem Grunde nenne ich die kubische Raumkurve 
l; autokonjugiert bezüglich der kubischen Raumkurve 4°. Dieselbe Über- 
legung, die von 4° zu 4, führt, führt. auch umgekehrt von A) zu A’, somit 
ist auch umgekehrt A’ autokonjugiert bezüglich X. 

Die homologen Punkte der durch die Kongruenz S; einander zuge- 
ordneten Raumkurven 4” und A, liegen auf je einem mit der Bisekante 
P,P, und der Biplanare 7,7, inzidenten Schmiegungsstrahle beider Kurven, 
folglich kann die von diesen Schmiegungsstrahlen gebildete Regelschar / 
sowohl durch die beiden projektiven kubischen Raumkurven wie auch durch 
die beiden sich ihnen anschmiegenden projektiven kubischen Ebenengewinde 
erzeugt werden. Die Bisekante AP, ist der Ort ihrer dreifachen Punkte, 
die Biplanare 7,7, der Ort ihrer dreifachen Berührungsebenen. Die Punkte 
zweier Regelstrahlen von Zt, die Ä* in den Punkten je eines Regelstrahles 


von A schneiden, sind wechselweise konjugiert bezüglich der kubischen 
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schar II. Ordnung A, Diese Regelschar hat mit den Regelscharen II. Ord- 
2 


nung Zr, At, Zt}, welche 4” und bezw. die Tangentenpaare a,,a,__b,,b,__c,, 6, 
enthalten, bezw. die Regelstrahlen r/, ;, ”, gemein. 7,,;,r. verbinden bezw. 
die Punkte A), A3__51, 23 __(7,(%, in denen die durch A,, A, _B,, B,__C,, ©, 
bezw. gehenden Schmiegungsstrahlen a, __6b,,b,__4,,% die Regelschar 
noch einmal schneiden. Hat nun die durch A,, 3,,C, bestimmte Ebene , 
mit / den Kegelschnitt 7} gemein, so sind, da A,, B,,C\, A, BY, € nach %. 
bezw. auf den durch A,, B,,C,, As, D3, (, gehenden Leitstrahlen von Zr? liegen: 
A4,B,A4,0,, AB,G, Bi, A,lY,D,C, nach 9. je vier harmonische Punkte von 


) 


. Folglich sind: 


AA. BB, GC, 7. 
„’ > \ { 
A,4,, N"; B,B., 0,0; 


je vier harmonische Regelstrahlen von £°. Zu den Strahlen von Zt” gehören 
nach %. keine Tangenten von 4. Sie sind demnach eigentliche Bisekanten 
der Kurve, und diese ruft auf ihnen hyperbolische Involutionen hervor, deren 
Doppelpunkte die Sehnittpunkte jener Bisekanten mit 4° sind. Da die 
bezüglich A° konjugierten Ebenen ,, 7, der Voraussetzung nach die Kurve 
in je drei reellen Punkten schneiden, so ist nach 9. die Schnittgerade , :r, 
eine uneigentliche Biplanare und die durch 4” in ihr hervorgerufene Ebenen- 
involution elliptisch.h Nach 8, verbinden nun ein Paar Ebenen o,, 0, dieser 
Involution die auf einem beliebigen Regelstrahle » von Zr gelegenen Kurven- 
punkte mit der Biplanare r,7,, folglich geht dasjenige Ebenenpaar dieser 
Ebeneninvolution, welches durch @,, 0; harmonisch getrennt wird, durch ein 
Paar bezüglich A’ konjugierter Punkte von r. Werden umgekehrt zwei 
bezüglich A’ konjugierte Punkte SS}, S; eines Regelstrahles s von A? aus der 
Biplanare 7,7, durch bezüglich 4” konjugierte Ebenen 0}, 0; projiziert, so 
schneiden die beiden bezüglich 4° konjugierten Ebenen, welche 0}, 0) har- 
monisch trennen, s in seinen Scehnittpunkten mit 4°. Die auf den Schmiegungs- 
strahlen a, __d,,b,;__C,,c% bezw. gelegenen Punkte A}, A;__B1,B}__C, 6, 
in denen die Bisekanten »/,r,,r, von den bezüglich 4°” konjugierten Ebenen 
71,, 7, bezw. geschnitten werden, sind nun konjugiert bezüglich A’, somit 
treffen die beiden durch 7,,7, harmonisch getrennten und bezüglich X 
konjugierten Ebenen die Bisekanten 7,,?;,”, in ihren Schnittpunkten mit 
der Raumkurve. 
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10. Die Schnittgerade zweier zugeordneten Ebenen ,,7r, bezüglich 
einer Raumkurve III. Grades 4° und die Verbindungsgerade ihrer Nullpunkte 
P,, P, in dem durch 4° bestimmten Nullraum sind nach 8, reziproke Polaren 
für eine gewisse aus Bisekanten von 4’ gebildete Regelschar II. Ordnung 
I”. Diese Regelschar besteht aus zugeordneten Strahlen bezüglich der- 
jenigen hyperbolischen linearen Strahlenkongruenz S;, deren Leitgeraden mit 
PP, und r,r7, zusammenfallen. Durch 5; ist Ak’ eine auf /f gelegene Raum- 
kurve III. Gerades 4, zugeordnet. Sie hat ebenfalls 7,7, zur Biplanare 
und P,P, zur Bisekante, sie ruft in ihnen bezw. dieselbe Ebenen- und Punkt- 
involution wie A’ hervor, und sie geht durch diejenigen Punkte von /?, in 
denen die mit der Bisekante P,P, und der Biplanare 77,77, inzidenten Schmie- 
gungsstrahlen von A’ die Regelschar /f” noch einmal schneiden. /* und 4 
berühren sich in den reellen oder konjugiert imaginären Schnittpunkten der 
Bisekante PP, mit 4°. Die Tlangenten in diesen Punkten sind die Doppel- 
strahlen der dureh die Kongruenz 5; involutorisch gepaarten Regelschar /, 
und die in ihnen bezw. 4” und A, sich anschmiegenden Ebenen fallen zu- 
sammen. Zwei mit P,P, und 7,7, inzidente Schmiegungsstrahlen a,,a, von 
/”, deren Punkte wechselseitig bezüglich 4° konjugiert sind, werden nach =, 
mit der gemeinsamen Biplanare n,7, der beiden Raumkurven durch zwei be- 
züglich 4° konjugierte Ebenen verbunden und schneiden nach 9. die Raum- 
kurve 4, in zwei bezüglich 4° konjugierten Punkten A}, A}. Die Punkte von / 
sind folglich paarweise bezüglich 4° konjugiert, oder / wird dureh 4° in sich 
selbst übergeführt. Aus diesem Grunde nenne ich die kubische Raumkurve 
/; autokonjugiert bezüglich der kubischen Raumkurve 7°. Dieselbe Über- 
legung, die von 4° zu 4, führt, führt. auch umgekehrt von 4) zu A, somit 
ist auch umgekehrt A’ autokonjugiert bezüglich /,. 

Die homologen Punkte der durch die Kongruenz S; einander zuge- 
ordneten Raumkurven 4” und A, liegen auf je einem mit der Bisekante 
P,P, und der Biplanare 7,7, inzidenten Schmiegungsstrahle beider Kurven, 
folglich kann die von diesen Schmiegungsstrahlen gebildete Regelschar / 
sowohl durch die beiden projektiven kubischen Raumkurven wie auch durch 
die beiden sich ihnen anschmiegenden projektiven kubischen Ebenengewinde 
erzeugt werden. Die Bisekante PA, P, ist der Ort ihrer dreifachen Punkte, 
die Biplanare 7,7, der Ort ihrer dreifachen Berührungsebenen. Die Punkte 
zweier Regelstrahlen von Zt, die Ä* in den Punkten je eines Negelstrahles 
von A? schneiden, sind wechselweise konjugiert bezüglich der kubischen 
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kaumkurve 4, ebenso ist jede Ebene des einen jener beiden Regelstrahlen 


konjugiert einer Ebene des andern bezüglich des 4° sich anschmiegenden 
lübenengewindes. Die Regelschar A* ist also als autokonjugiert bezüglich 
der Raumkurve III. Grades 4° zu bezeichnen; sie ist, wie sich ohne weiteres 
ergibt, auch autokonjugiert bezüglich der Raumkurve III. Grades 4). 

ll. Zu jeder Bisekante r einer Raumkurve III. Grades 4° und der 
ihr durch den Nullraum > von A” zugeordneten Biplanare r gehört nach 
S, eine aus Bisekanten von A’ gebildete Regelschar II. Ordnung Zr, für 
welche » und v zu einander polar sind. Umgekehrt sind für jede aus 
Bisekanten von A’ gebildete Regelschar II. Ordnung /R? je eine Bisekante » 
und eine Biplanare v zu einander polar. Auf jeder solchen Regelschar 
liegt nach 10. eine bezüglich 4° autokonjugierte kubische Raumkurve 4: 
sie ist A” durch eine hyperbolische lineare Kongruenz zugeordnet, deren Leit- 
geraden mit den durch Zf? bestimmten Geraden ” und tr zusammenfallen. 
Die ©’ kubischen Raumkurven A, und ihre sich ihnen anschmiegenden 
Ebenengewinde z, sind je durch diese linearen Kongruenzen projektiv auf 4 
und das sieh ihr anschmiegende Ebenengewinde 2° bezogen. Sie sind 
perspektiv zu je einer der © Regelscharen IV. Ordnung, aus denen sich 
die von den Schmiegungsstrahlen von 4? gebildete Kongruenz III. Ordnung 
Ill. Klasse (3 zusammensetzt. 


Berlin, 1. März 1905. 
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Uber ein merkwürdiges Polyeder von einseitiger 
Gesamtfläche. 


Von Herrn Ernst Steinitz in Berlin. 


* 

/iweck der folgenden Zeilen ist, einige aus der Analysis situs ein- 
seitiger Flächen bekannte Tatsachen für den Fall der Polyeder und ins- 
besondere an einem bestimmten Polyeder weiter zu verfolgen. 


1. Ableitung und Beschreibung des einseitigen Heptaeders. 


Wir gehen von der Betrachtung eines regulären Oktaeders aus. 
Sein Mittelpunkt sei 0, seine Ecken, die sich zu drei Paaren von Gegen- 
ecken gruppieren A_, A,; F_,Y,; Z_,Z,. Zwecks bestimmterer Vor- 
redacht, 


bee) 


stellung sei das Oktaeder in der in Fig. 1 gezeichneten Lage 
so daß also die Diagonale A_A, von links nach rechts, die Diagonale 
Y_Y, von vorn nach hinten, die Diagonale Z_Z, von unten nach oben 
gerichtet ist. Wir teilen nun die 8 Oktaederflächen in zwei Gruppen, die 
der positiven und der negativen, indem wir jeder Fläche dasjenige Vorzeichen 
beilegen, welches dem Produkt der in der Bezeichnung der Ecken ver- 
wandten Vorzeichen entspricht. Wir haben dann die positiven Flächen 


nee; de TZz, 


Y 
und die negativen 


u ihn S-XLrTZ, 


| 
Neben diesen beiden Gruppen von Flächen betrachten wir noch eine dritte, 
die der Quadrate 


BT zii ATX KH. 
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Durch jede Oktaederkante geht je eine Fläche ans jeder dieser drei 
Gruppen. Lassen wir also irgend eine der drei Gruppen fort, so bilden 
die übrigen Flächen, indem durch jede Kante zwei von ihnen gehen, ein 
geschlossenes Polyeder. Wir erhalten so außer dem ÖOktaeder noch, durch 
Zusammenfassen der Quadrate und der positiven bezw. negativen Oktaeder- 
flächen, zwei unter einander gleichartige Heptaeder. Alle drei Polyeder haben 
dieselben Ecken und Kanten. — Das Oktaeder kann auf 24-fache Weise 
(dureh Drehung um den Mittelpunkt 0) mit sich selbst zur Deekung gebracht 
werden, außerdem gibt es noch 24 symmetrische Operationen (d. h. Spiege- 
lungen und Drehspiegelungen), die dasselbe leisten. Von diesen Operationen 
führt die Hälfte — nämlich 12 Drehungen und 12 symmetrische Operationen 
— jedes der Heptaeder in sich über, die andere Hälfte vertauscht sie mit 
einander. 

Im folgenden beziehen wir uns auf das aus den Flächen 

1) (e=ÄA, uam B=A_ FB, yalıTu, eK B,, 
E=-LLEZELZ ei 2X. ZzeX. ir 


+ 4 
gebildete Heptaeder und bezeichnen es kurz als „ernsertiges Heptaeder*. Es 
ist in der Tat einseitig: Bewegen wir uns etwa auf der vom Mittelpunkt © 
abgewandten Seite der Fläche A, YF,Z, (Fig. 1), so gelangen wir, die 
p’ Kante X, 7, überschreitend, nach der unteren 
Seite von A, Y_A_}_, von da über die Kante 
A_Y_ nach der von O abgewandten Seite von 
A_Y_Z,, von hier über die Kante Y_Z, nach 
der rechten Seite von Y_Z_Y,Z, und endlich 
über Y,Z, nach der dem Mittelpunkte zu- 
gekehrten Seite der Ausgangsfläche AT, Z,. 
Ohne die Anschauung zu Hilfe zu nehmen, 




















können wir die Einseitigkeit des Polyeders 





nach Möbius so nachweisen. Wir betrachten 
die Reihe der durchwanderten Polygone, deren jedes mit dem folgenden 
benachbart ist, während das letzte mit dem ersten zusammenfällt, legen dem 
ersten einen beliebigen Umlaufssinn, etwa A, F,Z,, bei und bestimmen den 
Umlaufssinn jedes folgenden so, daß die mit dem vorhergehenden gemeinsame 
Kante im entgegengesetzten Sinne durchlaufen wird. Wir erhalten dann: 
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und erkennen, dab die als Anfangs- und Endpolygon auftretende Fläche in 
beiden Fällen verschiedenen Umlaufssinn erhält, was anzeigt, daß der durch- 
laufene Weg kontinuierlich von der einen Seite der Ausgangstläche auf die 
andere führt. — Es hat jedoch schon W. Dyck darauf hingewiesen, daß die 
zuletzt herbeigezogene Kigenschaft, wonach bei gewissen geschlossenen 
Wegen die Indikatrix (der Umlaufssinn) sich umkehrt, etwas der Fläche 
an sich Kigentümliches darstellt, die Einseitigkeit dagegen eine Beziehung 
der Fläche zu ihrer Umgebung ist und verloren gehen kann, wenn die 
Fläche in einer andern Umgebung, d.i. in einem Raum von anderen Zu- 
sammenhangsverhältnissen, betrachtet wird. Im Euklidischen und ebenso im 
projektiven Raum von drei Dimensionen sind allerdings die einseitigen 
Flächen zugleich diejenigen mit umkehrbarer Indikatrix und umgekehrt; in 
manchen andersartigen Räumen trifft dies jedoch nieht zu. Ein allgemeiner 
Satz über die Beziehungen zwischen Ein- und Zweiseitigkeit einerseits, 
Umkehrbarkeit und Nichtumkehrbarkeit der Indikatrix andererseits bei 
Gebilden von beliebig vielen Dimensionen soll in einem zweiten Artikel 
angegeben werden. 

Führt man auf dem einseitigen Heptaeder einen Schnitt längs des 
KantenzugesÄ,F_Z, y 
X_Y,Z_X, aus, so !+ Er 9. ZE 
wird die Fläche in eine a N 2 et u; 





einfach zusammenhän- 


/ 1 
gende verwandelt und \/ 1 5 
läßt sich in eine Ebene A EN rE 


ausbreiten, wie Fig. 2 


rm 


zeigt. Daß eine solche X, 
Umwandlung durch | 


fr 


einen einzigen ge- | 
schlossenen Schnitt 





herbeigeführt wird, \ / 
zeigt, wie die Analvsis GUT, 

situs lehrt, dab das \ 
Heptaeder, als ein- Vz. 

seitige Fläche von ge- Fig 

ringstem Zusammenhange, mit der projektiven Ebene gleichwertig, d.h. auf 
dieselbe ein-eindeutig und (im Sinne der projektiven Geometrie) stetig 
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abbildbar ist. Diese Abbildung soll uns im folgenden beschäftigen. — In 
jeder der Diagonalen A_A,,Y_},,Z_Z, durchsetzen sieh zwei Quadrate: 
die Punkte der Diagonalen sind also Doppelpunkte der Gesamtfläche, bis 
auf die Kekpunkte, welche einfach sind, und den Schnittpunkt 0, welcher 
dreifach zählt. Bei der in Rede stehenden Abbildung werden den Doppel- 
punkten je zwei, dem Punkt 0 drei verschiedene Punkte der Ebene ent- 
sprechen. 


2, Einterlung der Ebene durch en vollständiges Nrerseit. 

Die Ebene der projektiven Geometrie wird durch vier Geraden 
«,b,c,d, deren keine drei durch einen Punkt gehen, in sieben, im Sinne 
dieser Geometrie konvexe Gebiete, vier Dreiecke und drei Vierecke, eingeteilt, 
wenn der Zusammenhang im Unendlichen berücksichtigt wird. Die Eeken 
des vollständigen Vierseits seien 


der, IX. 


Bir air, 
(,d=2,., G,b)=Z2,: 


ae" 
DV 
url 





Auf jeder der Geraden «@,b,c,d haben wir drei Ecken und verstehen 
unter der durch zwei von ihnen bestimmten Strecke (Kante) natürlich immer 
diejenige (endliche oder unendlich lange), welche die dritte Ecke nicht 
enthält. Dies festgehalten sind die sieben Polygone durch die zyklische 
Folge ihrer Eeken bestimmt. Wir erhalten die Dreiecke 


a=Ä, ..2., #=2, ae yal, f_.2,,  0=ÄJ, ER 
und die Vierecke 


TE: SEE IS EI 


(Fig. 3). Diese Bezeichnung stimmt genau mit dem für das Heptaeder 
aufgestellten Schema (1.) überein. Die Elemente d. h. Ecken, Kanten und 
Flächen des Heptaeders sind also in derselben Weise gruppiert wie bei der 
Vierseitseinteilung der Ebene; beide Gebilde sind nach Zberhards Termi- 
nologie „ısomorph*. 

Hiernach erkennt man leicht die Möglichkeit, das Heptaeder und die 
projektive Ebene Punkt für Punkt ein-eindeutig und (im Sinne der projek- 
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tiven Geometrie) stetig auf einander abzubilden, und zwar derartig, daß jeder 
Heptaederfläche das gleichbezeichnete Polygon der ebenen Einteilung ent- 
sprieht. Man kann, um eine derartige Abbildung herzustellen, zunächst die 
gleichbenannten Kanten stetig auf einander beziehen und dann noch auf 
unendlich viele Arten für je zwei gleichbenannte Flächen eine eindeutige 
stetige Abbildung herstellen, bei welcher die bereits festgesetzte Beziehung 
auf den Kanten berücksichtigt wird. 


3. Das allgemeine einseitige lHeptaeder. 


Durch irgend eine Kollineation wird jedes Polyeder in ein isomorphes 
verwandelt. Wollen wir jede Kollineation in Betracht ziehen, so müssen wir 
natürlich auch solehe Polyeder zu- 


* . . vr % d A 
lassen, die sich ins Unendliche er- \ 
strecken. Nur für wenige Polyeder x 7 


mit geringer Flächenzahl gilt die Um- 
kehrung des eben ausgesprochenen 
Satzes, daß also isomorphe Polveder 
auch kollinear sein müssen. Beim ein- 
seitigen Heptaeder trifft sie zu, sofern 
wir nur die Bedingungen stellen, daß 
das Polyeder wirklich erme raumliche 
Figur und daß seine Flächen konvex”) 
sen sollen. Sucht man nämlich in 


u 


allgemeinster Weise ein Polveder mit 





sieben Flächen 


ner 


t 


a 


herzustellen, so erkennt man, weil von den drei Geraden A_A\,. 1_1,,Z_Z, 
je zwei in einer Vierecksebene liegen sollen, also sich schneiden müssen, 
daß diese Geraden alle drei entweder durch einen Punkt gehen oder in 
einer Ebene liegen müssen. Das letztere ist durch die Forderung der 


Räumlichkeit ausgeschlössen. Die drei Geraden haben demnach einen 


*) Diese Voraussetzung halten wir stets fest. 
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Sehnittpunkt 9%. Dieser darf mit keiner der 6 Ecken zusammenfallen, wenn 
anders wirkliche Vierecke entstehen sollen. Bei der Konstruktion des 
Heptaeders hat man also zunächst durch einen Punkt VO drei Gerade zu 
ziehen, die nicht in einer Ebene liegen, und auf jeder von ihnen zwei von 
einander und von 0 verschiedene, im übrigen willkürliche Punkte X_,X,, 
Y_,F,,/_,7, anzunehmen. Ist dies geschehen, so ist die weitere Kon- 
struktion stets und nur auf eine Weise durchführbar. Zwar ist es bei der 
Konstruktion jeder Kante z. B. A_}, zunächst zweifelhaft, welche der beiden 
sich zu der ganzen Geraden ergänzenden Verbindungsstrecken der Eckpunkte 
man zu nehmen hat; doch wird diese Mehrdeutigkeit durch die Forderung 
der Konrewrtät behoben. Soll nämlich A_Y_A,FY, ein konvexes Viereck 
sein, so muß der Schnittpunkt der unbegrenzten Geraden F, A_ und FA, 


} PER 


außerhalb der begrenzten Seiten | A_ und F_X, liegen. Hiernach hat 
man die 6 Gegenkantenpaare des Heptaeders 


IE... EB ER a ei ei 


t 


IB, ER, 2_3,, dann: ee 


} ir >) nF 


so zu konstruieren, daß erst die Verlängerungen der Kanten eines jeden 
Paares sich schneiden. Dann begrenzen aber diese Kanten nicht nur drei 
konvexe Vierecke 


1. a ER RER EP 
sondern aueh vier „Dreiecke 
OR DE TU: Pe Me ME ER vn 6 


Um nämlich zu zeigen, dab z.B. die Kanten 7, /7,,Z7,X,,A,}, 
ein Dreieck begrenzen und nieht etwa einen unpaaren Streckenzug bilden, 
hat man nur die Existenz einer Geraden bezw. Ebene nachzuweisen, welche 
nicht diese Strecken selbst, sondern ihre Ergänzungsstreeken schneidet. 
Dies ist aber, zufolge unserer Konstruktion, bei der Ebene A_}_Z_, welche 
die Gegenkanten F_Z_,Z_A_, A_}_ enthält, der Fall. 

Hat man nun zucer solche Heptaeder, deren Ecken wir durch die- 
selben Buchstaben A_,A,, }_,1,,7_,7, bezeichnen, so ist zu zeigen, 
daß es eine und nur eine Kollineation gibt, welche das erste Heptaeder in 
das zweite, und zwar jede Ecke in die gleichbenannte, überführt. 
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Eine Kollineation, wie wir sie suchen, muß die Ebenen A, Y,Z,. 
AlYıZ., X, Y,XL.Y_, Y,Z,Y_ZL, Z,X,Z_X_ der ersten Figur in die 
gleichbenannten der zweiten überführen, und da keine vier dieser Ebenen 
durch einen Punkt gehen. so ist durch diese Bedingung eine Kollineation 
eindeutig bestimmt. Dieselbe führt, wie man sofort sieht, die Eeken des 
ersten Heptaeders in die gleichbenannten des zweiten, ferner aber, weil 
konvexe Polygone nur in konvexe übergehen können und weil, wie wir 
sahen, zufolge der geforderten Konvexität das Heptaeder durch seine Ecken 
bestimmt ist, auch die Flächen und Kanten des ersten Heptaeders in die 
gleichbenannten des zweiten über. 


FA 


B; I lrchenwerse k:ollineare Abbildung des emseittig: 7 
FHeptaeders auf die dureh eIN vollstandıges Vyersert herirkte 


(rehiets: interlumg der Ebene. 


Wenn zwei isomorphe Polyeder in solcher Weise ein-eindeutig und 
stetig auf einander abgebildet sind, daß jeder geraden Strecke auf einer 
Fläche des einen wieder eine gerade Streeke auf dem andern entspricht oder, 
mit anderen Worten, daß je zwei entsprechende Flächen kollinear sind, so 
soll diese Abbildung eine „flüchenwerse kollineare* heißen. Es sei jedoch 
ausdrücklich betont, daß Kindeutigkeit und Stetigkeit der Abbildung auch 
für die Kanten gefordert wird. Hat man z. B. einen Würfel und ein beliebiges 
ihm isomorphes, von konvexen Vierecken gebildetes Hexaeder, so gibt es 
zu jedem Paare entsprechender Flächen eine bestimmte Kollineation, welche 
die eine in die andere überführt. Aber die Würfelkanten erfahren hierbei, 
da sie zu je zwei Flächen gehören, zwei Abbildungen, und diese sind im 
allgemeinen nicht identisch. Die in diesem Beispiel betrachtete Abbildung 
der beiden Polveder ist also nicht flächenweise kollinear in unserem Sinne. 
— Eine räumliche Kollineation, welche ein Polveder in ein zweites über- 
führt, liefert zugleich eine tlächenweise kollineare Abbildung der beiden 
Polyeder auf einander; aber es leuchtet ein, daß nicht umgekehrt jede solehe 
Abbildung in einer räumlichen Kollineation enthalten zu sein braucht. Im 
Falle des einseitigen Heptaeders ist indessen die durch die räumliche 
Kollineation gelieferte Abbildung die einzige flächenweise kollineare. Denn 
zunächst sind die Kollineationen der Vierecke durch die Zuweisung der 
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KEeken völlig bestimmt, sodann aber bestimmen die hiermit zugleich fest- 
gelegten projektiven Beziehungen der sämtlichen Kanten ihrerseits wieder 
dıe Kollineationen in den Dreiecken. 

Wendet man den Ausdruck „flächenweise kollineare Abbildung“ analog 
wie bei Polvedern auch bei Gebietseinteilungen der Ebene an, so erkennt 
man, daß eine Kollineation der gesamten Ebene zugleich eine flächenweise 
kollineare Abbildung jeder in ihr enthaltenen Gebietseinteilung liefert, 
während nicht umgekehrt jede solche Abbildung einer jeden beliebigen 
Grebietseinteilung notwendig einer Kollineation der ganzen Ebene entspringt. 
Handelt es sich aber speziell um Gebietseinteilungen zweier Ebenen & und €, 
welche durch vollständige Vierseite abed bezw. a’b’c'’d' bewirkt werden, so 
zeigt man — genau wie bei den Heptaedern —, daß die durch Zuweisung der 
Geraden «a,b, c, d und «', b', c', d’ bestimmte Kollineation der gesamten Ebenen 
die einzige flächenweise kollineare Abbildung der Gebietseinteilungen liefert. 

Nach dem Vorangehenden liegt die Frage nahe, ob unter den un- 
endlich vielen möglichen eindeutigen und stetigen Abbildungen eines ein- 
sertigen Heptaeders auf eine ısomorph zugeordnete durch ein Vierseit abed 
bewirkte (Gebietseinteilung emer Ebene & sich auch eine flächenwerse kollineare 
befindet. Daß es nieht mehr als eine geben kann, ist klar, es handelt sich 
also nur darum, zu beweisen, daß überhaupt eine existiert. 

Wir bezeichnen wie bisher die Ecken des Heptaeders und die ihnen 
zugeordneten des Vierseits in der Ebene e durch die nämlichen Buchstaben 
A_A,F_Y,Z_Z,, verstehen aber unter @,,/,0; &,1,&; «', P',y', 0’ nicht 
mehr die begrenzten Heptaeder- bezw. negativen Oktaederflächen, sondern die 
unbegrenzten Ebenen, in welchen jene Flächen liegen. Die Gegenkanten 
bringen wir durch Verlängerung zum Schnitt und bezeichnen die Schnitt- 
punkte wie folgt 


(YLZ4; Y_Z_) AZ, (Y,Z_,Y_Z)=Ä;, 
(3,) FE A A EEE 
(A,Y,A_T)=Z, (A,Y,X_Y)=Z, 





so daß wir also auf jeder Kante drei Punkte haben, zu deren Bezeichnung 
die Buchstaben X, Y,7Z und Vorzeichen mit negativem Produkt verwandt 
werden. Die sechs Schnittpunkte liegen zu je dreien auf vier Geraden 


x rn 7 I. ”% de Ef 4° de: „_rE IT x IN JR 
KUET ZU REREN, AT A 
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bilden also die Ecken eines vollständigen Vierseits, dessen Ebene wir mit 
€” bezeichnen; im Falle des im $ 1 beschriebenen Heptaeders ist sie die 
unendlich ferne Ebene. Wie in «“, so haben wir auch in jeder der Heptaeder- 
ebenen ein vollständiges Vierseit. In der folgenden Tabelle sind dieselben 
zusammengestellt: 


ee ur ZZ a 225 9 ırTZ 
DEE Ze zuge . DE z  X 7°Z 
GR BE NZ FSZ 
(4.) re RB ZN KR Z 
BEER: Di, 2 r2_ 
“ER EU A ER A 
Zee 2, 2 5. Fo 





Jede der Ebenen wird durch das vollständige Vierseit in sieben Gebiete 
eingeteilt, von denen eines die begrenzte Heptaederfläche darstellt. Wir 
bilden nun die sieben Heptaederebenen kollinear auf die Ebene & ab, indem 
wir den Geraden der in jenen Ebenen enthaltenen Vierseite die Geraden 


ER IRTEE IEAB N MEI FR 


der Ebene & entsprechen lassen. Hierbei werden aber die sieben begrenzten 
Heptaederflächen auf die sieben gleichbezeichneten Gebiete von & kollinear 


abgebildet, und wir haben, um nachzuweisen, daß diese Abbildung auch in 


0 
dem oben angegebenen Sinne flächenweise kollinear ist, nur zu zeigen, daß 
auf den Kanten die Eindeutigkeit nicht verletzt ist. Dies aber ist klar, 
wenn wir die beiden projektiven Abbildungen einer Kante nicht nur innerhalb 
ihres Verlaufes, sondern auch auf ihrer Verlängerung verfolgen; denn alsdann 
haben wir auf der Geraden drei Punkte — die Ecken des vollständigen 
Vierseits —, von denen wir bereits wissen, daß ihnen in beiden Abbildungen 
dieselben Punkte entsprechen. 

Die unter (4.) angegebenen vollständigen Vierseite sind die Schnitte 


3 


der Heptaederebenen mit den negativen Oktaederebenen «', 3',y',0'. Hat 
das Heptaeder die halbreguläre Form, von der wir ausgingen, so bilden 
diese Ebenen ein reguläres Tetraeder, dessen Ecken A’, PB’, (",D' (Fig. 1) 


im Verein mit denen des von «,ß,y,0 gebildeten regulären Tetraeders 
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AbUD die Ecken des dem Oktaeder umbeschriebenen Würfels darstellen. 
Die Heptaederebenen sind auf die Ebene « und dadurch auch auf einander 
kollinear bezogen. Dabei hat, wie leicht ersichtlich, jede Dreiecksebene 
mit jeder Vierecksebene perspektive Lage; die Schnittkante zweier solcher 
Ebenen liegt nämlich in einer der Ebenen «', 9, y', 0’ und die Kollineation 
erweist sich als identisch mit derjenigen Perspektivität, welehe den Schnitt- 
punkt der drei übrigen zum Zentrum hat. Hiernach kann man in einfachster 
Weise zu einem Punkte irgend einer Heptaederebene die entsprechenden in 
den übrigen finden und zu zwei beliebigen auf der Gesamtfläche des 
Heptaeders angenommenen Punkten denjenigen sie verbindenden Streckenzug 
konstruieren, welcher sich bei der Abbildung auf die Ebene in eine Gerade 
verwandelt. 

Läßt man e mit &* und die in s liegenden Punkte A_A, F_Y, ZZ, 
mit ALAU FI YZZZZZ zusammenfallen, so haben wir acht kollineare Ebenen, 
die sich in zwei Gruppen anordnen 

e,ß,y,0 und $,n,£,e*. 

Jede Ebene der einen Gruppe ist zu jeder der andern perspektiv und die 
Perspektivitätszentren sind die Ecken des Teetraeders «’P'y'd’. Wir kommen 
damit auf das vielfach untersuchte System dreier Tetraeder in desmischer 
Lage; die Teetraeder «Ay d, SnCe”, «'p'y'd' bilden ein solches. In jedem 
desmischen Tetraedersystem sind 24 einseitige Heptaeder enthalten, man 
hat die Ebenen eines von ihnen, wenn man von den zwölf Ebenen des des- 
mischen Systems diejenigen eines 'T'etraeders und noch irgend eine andere 
fortläßt. Ebenso liefert das konjugierte desmische System 24 einseitige Hepta- 
eder. Es treten also diese Heptaeder in Gruppen von je 48 auf dergestalt, 
daß durch irgend eines von ihnen die ganze Gruppe bestimmt ist. 

Wir wollen auf diese Beziehungen nicht weiter eingehen, dagegen 
den oben geführten Nachweis für die Möglichkeit der flächenweise kolli- 
nearen Abbildung von Heptaeder und Ebene noch in einem Punkte ergänzen. 
Wenn es sich zunächst nur darum handelt, eine zum einseitigen Heptaeder 
ısomorphe polygonale Einteilung der Ebene zu geben, so ist klar, daß die 
dureh ein vollständiges Vierseit hervorgebrachte nicht die einzig mögliche 
ist. Wir brauchen z. B. nur die Ecken eines vollständigen Vierseits konti- 
nuierlieh zu verschieben und mit ihnen die zwölf Kanten, sodaß je drei 
Kanten, welche vorher zusammen eine Gerade ausmachten, nunmehr einen 
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unpaaren geschlossenen Streekenzug bilden, so wird die neue Figur (Fig. 4), 
solange die Verschiebungen unterhalb gewisser Grenzen liegen, nach wie vor 
eine zum Heptaeder isomorphe polygonale Einteilung der Ebene liefern. 
Es ist nun aber bemerkenswert, daß eine flächenweise kollineare Abbuldung 
des Heptaeders auf die Ebene nur so möglich ist, daß die sieben den Heptaeder- 
flachen entsprechenden (rebrele der Ehene durch die (reraden eines vollständigen 
Vrerserts gegen einander abgegrenzt sind. 

Um den Nachweis zu führen, formulieren wir unsere Abbildungs- 
aufgabe so: 

Die Flächen eines einseitigen Heptaeders sollen auf eine Ebene ab- 
cebildet werden und zwar so, dab 

1. die Abbildung jeder einzelnen Fläche kollinear ist, 

2. die Punkte einer jeden Kante in den beiden zu den Flächen der 

Kante gehörigen Kollineationen dieselben Bilder haben, 
3. die Abbildung des ganzen Heptaeders die Ebene einfach und 
lückenlos überdeckt. 

Wir wollen zunächst einmal von der dritten Forderung ganz absehen 
und annehmen, es läge eine Abbildung des Heptaeders auf eine Ebene + 
vor, welche die Bedingungen 1. und 2. erfüllt. Wir bezeichnen die Heptaeder- 
ecken und -flächen wie früher. Jede Ecke nimmt an vier Kollineationen 
teil; aus 2. ergibt sich aber, daß alle 
vier Bilder zusammenfallen müssen. / 
Wir bezeichnen auch hier wieder die 3 \ F 
Bilder wie die Ecken, denen sie ent- 6% X. 
sprechen, bringen ferner auch in der : Ri 
Ebene & die gegenüberliegenden Seiten 5 E N ö 
derVierecke!,Z,Y_Z_,Z, X, Z_AL, DE &/ 
A,Y,A_Y_ dureh Verlängerung zum 2 / br \ / i 
Schnitt und führen für die Schnitt- F N 
punkte die unter (3.) angegebene / N | 


gr 


Bezeichnung ein. Wir denken uns \ 
ferner die kollinearen Abbildungen über 
die begrenzten Heptaederflächen hinaus fortgesetzt und auf die ganzen Ebenen 
ausgedehnt. Dann ist die Bedingung 2. auch auf den Verlängerungen der 
Kanten erfüllt. Fassen wir nun die Kollineationen der Vierecksebenen ins 
Auge, so ergibt sich, daß den in ihnen liegenden Punkten A[ X IF ZZZ, 
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die gleichbezeichneten Punkte von & entsprechen. Aus 2. folgt aber, daß 
die Punkte A_LALYZY/Z7ZL, wenn wir sie den Dreiecksebenen zu- 
rechnen, in den Kollineationen dieser dieselbe Abbildung erfahren. Nun 
liegen aber diese Punkte in den Dreiecksebenen «@,/,y,0d zu je dreien in 
einer Geraden AÄ_Y/ Z,, AL TZZL, AX VL ZZ, XZTZZZ; dieselbe Lage 
müssen daher auch die so bezeichneten Punkte der Ebene & haben. 

Wir haben demnach jetzt in der Ebene &e weiter zu untersuchen, 
unter welchen Bedingungen die aus den Punkten A_A,Y_Y,Z_Z, abge- 
leiteten Punkte ALALY_YLZZZL die angegebene Lage haben. Dies ist 
zunächst dann der Fall, wenn A_A,ÄF_YF,Z_Z, die Ecken eines voll- 
ständigen Vierseits sind, dann nämlich sind diese Punkte mit den Punkten 
AA, IT ZZZ, identisch. Schließen wir diesen bereits behandelten Fall 
jetzt aus, so darf nicht jedes der vier Punktetripel 


EEE EIFEL TEITE 


auf einer Geraden liegen. Nehmen wir an, daß die Punkte A_Y_Z_ nicht 
auf einer Geraden liegen, und betrachten wir die beiden Dreiecke 


a.7.2. WE A,3.0, 


(Daß A,,Y,,Z, nicht in einer Geraden liegen, folgt aus der kollinearen 
Abbildung des Heptaederdreiecks A}, Z,.) Hier liegen die Schnittpunkte 
homologer Seiten 


A_ :(F_Z_, Y,Zy; VYI=(2_ A_,Z, A,), 72= (A I_,A, r,) 


in einer Geraden. Die Punkte X”, 7, Z% 


sind von den Punkten A_A, 
Y_F,Z_Z, verschieden. Denn es kann z. B., weil das Viereck A, },A_Y_ 
wie das zu ihm kollineare des Heptaeders konvex sein muß, der Punkt Z/ 
mit keinem der Punkte A,, Y,,AÄ_, }_, und weil Z, nicht auf der Geraden 
A,F,,Z_ nicht auf der Geraden X_}_ liegt, auch nicht mit Z, oder Z_ 
zusammenfallen. Die Punkte AZ, Y7, ZZ sind auch wegen der kollinearen 
Beziehung, wie die gleiehbenannten beim Heptaeder, von einander verschieden. 
Die sechs Geraden F,Z,, Z,A,, A, TY,, I_Z_, Z_A_, A_Y_ sind von 
einander verschieden; denn es kann z. B. keiner der beiden Punkte A_, }_ 
in die Gerade A}, fallen. Die sechs Geraden sind aber auch von der 
Geraden X7Y7 ZZ verschieden. Denn wäre etwa X,Y,=A!Y7Z/, so 
müßte diese Gerade auch den auf F_A_ gelegenen Punkt /, enthalten, 
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während doch A,,F,,Z, nieht in einer Geraden liegen können. Unter 
diesen Umständen folgt aber für die beiden Dreiecke A, 1,7,, A_!_Z 
nach dem Desargresschen Satze, daß die Verbindungslinien homologer Ecken 
A_X,,Y_Y,,Z_Z, dureh einen Punkt 0 gehen müssen. Die Figur, zu 
welcher wir so gelangen, kann offenbar aufgefaßt werden als die Zentral- 
projektion eines räumlichen einseitigen Heptaeders auf die Ebene. Ks ist 
nun ohne weiteres klar, daß die durch solche Projektion vermittelte Abbildung 
in der Tat die Bedingungen 1. und 2. erfüllt, es ist aber auch leicht zu 
sehen, daß sie die Bedingung 3. nicht befriedigt. Hat man nämlich ein 
ganz im Endlichen liegendes geschlossenes Polyeder, und schneidet man 
dasselbe durch eine Ebene, so erhält man als Schnitt geschlossene, endliche 


ehenden (seraden in 


Streekenzüge, welche von einer durch keine Ecke 
einer geraden Anzahl von Punkten geschnitten werden. Ein solches Polyeder 
wird also durch jede Gerade, die keine Kante schneidet, in einer geraden 
Anzahl von Punkten getroffen. Dasselbe gilt für jedes geschlossene Polyeder, 
welches zu einem ganz im Endlichen liegenden kollinear ist, und es kann 
daher die Projektion eines solchen Polyeders auf eine Ebene diese allent- 
halben — abgesehen von einzelnen Geraden — nur eine gerade Anzahl von 
Malen, also nicht einfach überdecken. Diese Schlußweise findet auf das ein- 
seitige Heptaeder Anwendung. — Damit ist gezeigt, daß die eindeutige flächen- 
weise kollineare Abbildung des einseitigen Fleptaeders in die projektive Ebene 
nur die Gebietseinteilung eines vollständigen Vierseits ergeben kann. 


3. Die Doppelflache des einseitigen Feptaeders. 


Zu jeder einsertigen Flache gehört eine bestimmte Dopp: (flache. Denkt 
man sich auf der einseitigen Fläche zunächst ein einfach zusammenhängendes 
Flächenstück abgegrenzt und auf die eine Seite desselben ein kongruentes 


oe sodann kontinuierlich 


Flächenstück aufgelegt, und setzt man diese Belegung 


fort, so wird dieselbe zuletzt eine zusammenhängende Fläche bilden, welche 
die ursprüngliche Fläche überall auf beiden Seiten bedeckt. Diese neue 
Fläche ist nun aber zweiseitig, da man bei ihr diejenige Seite, mit welcher 
sie auf der ursprünglichen Fläche aufliegt, von der andern unterscheiden 
kann. Im Falle eines einseitigen Polyeders wird die neue Fläche ebentalls 
ein Polyeder, und zwar von der doppelten Anzahl von Eeken, Kanten und 


39” 
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Flächen sein. Dieses Polyeder hat nun noch die Eigentümlichkeit, daß 
seine Punkte paarweise zusammenfallen. Aber dieser Umstand ist irrelevant, 
wenn nur der Typus des Polyeders ins Auge gefaßt, d.h. zwischen iso- 
morphen Polyedern nicht unterschieden wird; denn unter den vielen iso- 
morphen Polyedern wird es im allgemeinen gewiß solche geben, welche 
jene Eigentümlichkeit nicht haben. 

Jedem einseitigen Polyedertypus entspricht ein bestimmter zweiseitiger. 
Im Falle des einseitigen Heptaeders muß sich die Doppelfläche aus sechs 
Viereeken und acht Dreiecken zusammensetzen, man erkennt in ihr leicht 
einen Typus, der durch ein sehr bekanntes halbreguläres Polyeder repräsentiert 
werden kann, Ks ist das Aubooktaeder, welches man etwa aus dem Würfel 
erhalten kann, indem man seine Ecken bis zu den Mitten der von ihnen 
ausgehenden Kanten durch Ebenen abschneidet. — In den Figuren 1 
und 5 sind Heptaeder und Kubooktaeder neben einander gestellt; von den 









































Fig. 1. Fig. 5. 
cken des letzteren tragen je zwei gleiche Bezeichnung, dieselbe nämlich 
wie die ihnen isomorph zugeordnete des Heptaeders. Hiernach kann man 
sich durch Ablesen der Flächen davon überzeugen, daß in der Tat das 
Kubooktaeder zur Doppelfläche des Heptaeders isomorph ist. Es ist 
ferner das Heptaeder in seiner halbregulären Form und seine Kante gleich 
der des Kubooktaeders angenommen. Dadurch tritt noch die ganz be- 
sondere Eigentümlichkeit ein, daß die entsprechenden Flächen kongruent 
werden. Nan kann daher das Kubooktaeder, indem man es längs gewisser 
Kanten aufschneidet, in bestimmter Weise zusammenfaltet und endlich wieder in 
denselben Punkten zusammenheftet, die vorher durch den Schnitt getrennt wurden, 
zu der Doppelflache eines Heptaeders umgestalten, ohne dabei Gestalt oder Größe 
der Einzelflächen zu ändern. Bei dieser Umformung werden je zwei Punkte des 
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Kubooktaeders, welche auf demselben durch seinen Mittelpunkt .)/ gezogenen 
Durchmesser liegen, zu demselben Punkte des Heptaeders zusammengelegt. 
Es entsteht so eine zwei-eindeutige und flächenweise kongruente Abbildung 
von Kubooktaeder und Heptaeder. Die beiden Kubooktaederpunkte, welche 
einem Heptaederpunkte entsprechen, liefern nun wiederum ein und dasselbe 
Bild, wenn das Kubooktaeder aus seinem Mittelpunkte ./ auf eine Ebene : 
projiziert wird. Aus beiden Abbildungen resultiert eine ein-eindeutige zwischen 
Heptaeder und HKbene e, welche, weil zusammengesetzt aus einer flächen- 
weise kongruenten und einer flächenweise perspektiven, flächenweise kollinear 
sein muß. Ferner sieht man, daß die Kanten des Kubooktaeders sich zu vier 
regulären Sechsecken Ä_Y,Z,AÄ_Y,Z,,AÄ Y_Z, X, T_Z,, X, T,Z_X, 
Y,Z_, A_FY_Z_A_Y_Z_ anordnen, deren Ebenen durch JM gehen, daß 
also die vorliegende Abbildung des Kubooktaeders auf die Ebene & eine 
durch vier Gerade bewirkte Gebietseinteilung liefert. Hiermit ist die 
Möglichkeit der flächenweise kollinearen Abbildung einer solchen Gebiets- 
einteilung auf das einseitige Heptaeder wiederum dargetan. 

Der eben behandelte Fall ist nicht der einzige, in welchem ein 


konvexes Kubooktaeder —- so soll jetzt irgend ein mit dem sonst so ge- 
nannten Polyeder isomorphes bezeichnet werden — und die Doppeltläche 


eines einseitigen Heptaeders flächenweise kongruent sind. Stellen wir uns 
in den Figuren 1 und 5 statt der beiden kongruenten Würfel kongruente 
Parallelepipeda mit lauter gleichen Kanten, also rhombischen Flächen vor 
und verstehen wir nach wie vor unter A_A,Y_F,Z_Z, in Fig. 1 die 
Flächen-, in Fig. 5 die Kantenmitten, so werden diese Figuren noch 
immer ein Heptaeder und ein Kubooktaeder mit kongruenten entsprechenden 
Flächen darstellen. Denn je zwei entsprechende Kanten sind gleich, nämlich 
halb so groß wie die zu ihnen parallele Flächendiagonale des Parallel- 
epipeds, und die Vierecke sind Rechtecke. Geht man vom Hleptaeder aus, 
so sieht man, daß die Doppeltläche eines beliebigen rechteckigen Heptaeders 
welches also aus einem Oktaeder mit Mittelpunkt und gleich langen unter 
beliebigen Winkeln sich schneidenden Diagonalen entstanden ist, die Um- 
wandlung in ein Kubooktaeder gestattet. Beschränkt man sich auf solehe 
Kubooktaeder, deren Ecken Kantenmitten eines Parallelepipeds sind, so sind 
hiermit alle Fälle erledigt, in denen die in Rede stehende Umwandlung 
möglich ist. Denn, wenn wir auch nur ein gewöhnliches Parallelepipedon 
voraussetzen, die Betrachtung eines von den Mitten vierer Parallelkanten 
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gebildeten Parallelogramms — und dieses ist zu zwei Parallelepipedflächen 
kongruent — läßt erkennen, daß wir es mit einem Rhombus zu tun haben, 


da bei der Umformung zum Doppelheptaeder alle vier Seiten mit einander 


zur Deekung kommen. Heben wir aber jene Beschränkung auf, so gibt 
es noch andere Fälle. 

Um die Frage ganz allgemein zu erledigen, bemerken wir zunächst, 
daß jedes konvewe Polyeder, welches der Doppelfläche eines einseitigen Polyeder: 
flächenweise kongruent ıst, notwendig ewmen Mittelpunkt besitzen muß. Wenn 
wir nämlich die Doppelfläche in der Weise auf sich selbst abbilden, dab 
wir jedem Punkte den mit ihm zusammenfallenden zuordnen, so ist diese 
Abbildung eine flächenweise symmetrisch-kongruente. Daher ist auch das 
aus der Doppeltläche hervorgehende konvexe Polyeder zu sich selbst flächen- 
weise symmetrisch -kongruent. Andererseits sind nach dem Ce«auchyschen 
Polyedersatz zwei isomorphe flächenweise kongruente bezw. symmetrisch- 
kongruente Polveder auch als Ganzes kongruent bezw. symmetrisch-kongruent. 
Das von uns betrachtete konvexe Polyeder muß also durch eine symmetrische 
Operation in sich selbst übergeführt werden können. Diese symmetrische 
Operation vertauscht überdies die Polyederpunkte paarweise, ist also invo- 
lutorisch., Nun gibt es aber nur zwei involutorische symmetrische Ope- 
rationen: Spiegelung an einer Ebene und Spiegelung an einem Punkte 
(Inversion). Läge Spiegelung an einer Ebene vor, so müßte das Polyeder 
zu beiden Seiten der spiegelnden Ebene liegen, also von dieser geschnitten 
werden. Dann hätten wir aber auf dem Polyeder Punkte, die mit den ihnen 
entsprechenden zusammenfallen. Das wäre nur möglich, wenn das Polveder 
sich selber schnitte, und dies ist durch die Konvexität ausgeschlossen. Es 
bleibt also nur Spiegelung an einem Punkte übrig, und dieser ist alsdann 
Mittelpunkt. — Nehmen wir nun an, es liege ein konvexes Kubooktaeder 
vor, welches sich in die Doppelfläche eines Heptaeders umwandeln läßt, 
bezeichnen wir mit J/ seinen Mittelpunkt, und behalten wir im übrigen die 
frühere Bezeichnung bei, so enthält dasselbe zwei Vierecke <= 1, Z,}_Z_, 
zwei Viereeke n=Z,X,Z_A_ und zwei Vierecke 5=AX,Y,X_Y_. Wir 
bezeichnen die Diagonalpunkte in diesen Vierecken bezw. durch 0;,0,,0:. 
Ks sind dies im ganzen sechs Punkte, welche nach vollzogener Umwandlung 
in einen einzigen Punkt zusammenfallen. Da die Strecken AA, und Ä_X_ 


in .)/ halbiert werden, so sind A, A_A, A_ die Ecken eines Parallelogramms 
mit dem Mittelpunkt ./. Auf den Seiten dieses Parallelogramms liegen die 
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vier Punkte 0,0,.0,0;, teilen wir in ihnen die Seiten, so erhalten wir acht 
Strecken, die zu je vier einander gleich sind. Es müssen nämlich die vier 
von den beiden Punkten A, ausgehenden Strecken einander gleich sein, 
weil sie sämtlich beim Doppelheptaeder mit einander zur Deckung kommen, 
und aus demselben Grunde folgt die Gleichheit der vier von den beiden 
Punkten X 
ein Rhombus, 9,0;0,0; ein Rechteck ist; der Rhombus ist dem Rechteck 


ausgehenden Strecken. Hieraus ergibt sich, daß A,A_A,A_ 


umbeschrieben, seine Ecken liegen in den Winkelhalbierenden der Rechtecks- 
diagonalen. Dieselben Schlüsse gelten für die Viereecke I, F_Y,}_ und 
0,0:0:0;, Z,Z_Z,Z_ und 0;0,0:0,, woraus sich auch ergibt, daß die 
Punkte 0;,0,, 0; vom Mittelpunkt J/ gleichen Abstand haben müssen. Zu 
den bisher für das konvexe Kubooktaeder aus der Voraussetzung der Existenz 
eines flächenweise kongruenten Heptaeders abgeleiteten Bedingungen kommen 
nun noch solche, welche die Form von Ungleiehungen haben und sich aus 
der Betrachtung der Winkel ergeben, welche in den Vierecken 5,n7,{ von 


den Diagonalen gebildet werden. Setzen wir 
DB. ER An = SEU Ku ZLA0T, =z, 


so werden diese Winkel, wenn ein flächenweise kongruentes Heptaeder 
existiert, in diesem als die Seiten eines Dreikants auftreten: sie sind also 
den Ungleiehungen unterworfen: 


+ y+2<2n 
y+2:>% 
+2>y 
t+y>:2. 


(6.) 





Wenn umgekehrt diese Ungleichungen und die vorher für das Kubo- 
oktaeder abgeleiteten Bedingungen erfüllt sind, so läßt es sich in die Doppel- 
fläche eines Heptaeders verwandeln. Denn zunächst folgt aus dem Bestehen 
der Ungleichungen (6.), daß man ein Dreikant mit den Seiten ,y,z kon- 
struieren kann. Trägt man sodann auf den Kanten desselben vom Scheitel © 
aus die in den Kubooktaedervierecken als Teile der Diagonalen auftretenden 
Stücke 0), A) =0,A,, 0.1, =0:F,, 02,=0,Z,, auf den rückwärtigen 
Verlängerungen der Kanten die Strecken 0,A_=0,.A_, 0:1_—=0:.}_, 


0:.Z_=0,Z_ ab, und bezeichnet man die Endpunkte der Abtragungen 
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wiederum mit X,,7,,7,,AX_, Y_,Z_, so ergibt sich sofort, daß das aus 
diesen Punkten als Eeken konstruierte einseitige Heptaeder mit den durch 
(1.) bezeichneten Flächen dem Kubooktaeder flächenweise kongruent ist. — 
Wir führen nun die Konstruktion eines Kubooktaeders der verlangten Art 
in folgender Weise aus. Um einen Punkt 4/7 beschreiben wir eine Kugel 
vom Radius » und ziehen drei nicht in einer Ebene gelegene Durchmesser 
0:02, 0,0,, 9:0... Wir bezeichnen mit 5,7’, die Ebenen der Rechtecke 
9,90, O9, O:, 9;0,0;,0, oder auch diese hechteeke selbst, mit 


! I “u 


”,,2_3 4449-3 2,,2_ die Halbierungslinien der Winkel, welche die in &, »/,{ 
liegenden Durchmesser mit einander bilden. Diese sechs Geraden liegen be- 
kanntlich zu je dreien in vier Ebenen; bei der Wahl ihrer Bezeichnung ist 
darauf zu achten, daß das Tripel «_y_2_ in einer Ebene liegt, dann gilt 
dasselbe auch für die Tripel «_y,2,, 2&,9_2;,, %&;Y.2_. Die bisher kon- 
struierte Figur wollen wir als fest betrachten, nunmehr aber den festen 
Rechtecken &, 7’, © bewegliche Rhomben X, A_A,A_, I, I_T,T}_, 
7,#_Z/,f_ umbeschreiben, deren Ecken X,, AX_, Y,, F_, Z,, Z_ bezw. auf 
den Geraden X,,2_,Y4,Y-,24,2_ gleiten. Als Anfangslage eines solchen 
Rhombus sei diejenige bezeichnet, bei welcher seine Seiten den Diagonalen 
des einbeschriebenen Rechtecks parallel also auch gleich 27 sind und dureh 
die Ecken des Rechteeks halbiert werden. Halten wir die drei Rhomben 
in irgend einer ihrer Lagen fest, so bilden ihre Ecken die Ecken eines 
Inubooktaeders, dessen Flächen durch (1.) angegeben werden, und damit 
dasselbe in die Doppeltläche eines Heptaeders verwandelt werden könne, 
ist nur noch notwendig, daß die unter (5.) definierten Winkel den Un- 
gleichungen (6.) genügen. Nehmen wir nun aber zunächst die Rhomben 
alle drei in ihrer Anfangslage an, so erkennt man sofort, daß das Kubo- 
oktaeder jene besondere Form hat, welche sich aus einem Parallelepipedon 
mit gleiehen Kanten durch Abschneiden der Ecken bis zu den Kantenmitten 
ableiten läßt, man sieht auch sogleich, daß es dem aus den sechs Punkten 
0:,0,0,,0,, 0:0; als Eeken gebildeten einseitigen Heptaeder flächenweise 
kongruent ist. Bei der Anfangslage der Rhomben ist also das Kubooktaeder 
sicher konvex und es bestehen die Ungleiehungen (6.). Läßt man jetzt die 


drei Rhomben sieh (unabhängig von einander) bewegen, so werden sicher- 


lich, so lange die Abweichungen von der Anfangslage unterhalb gewisser 
Grenzen bleiben, sowohl die Konvexität des Kubooktaeders als auch die 
Ungleichungen (6.) fortbestehen. So lange aber diese Ungleichungen be- 
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stehen, kann auch das Kubooktaeder in die Doppeltläche eines einseitigen 
Heptaeders verwandelt werden. Das allgemeinste Kubooktaeder der ver- 
langten Art ist also von 7 Konstanten abhängig. — Unter den verschiedenen 
Lagen, welche die beweglichen Rhomben annehmen können, ist außer der 
Anfangslage noch diejenige bemerkenswert, bei welcher die Seiten der 
Rhomben auf den Diagonalen der Rechtecke senkrecht stehen und daher die 
Vierecksflächen des Kubooktaeders von der Kugel vom Radiusr berührt werden. 
Es werden alsdann die Winkel x, y, z gleich den Winkeln zwischen den Flächen 
der aus den Kanten 4 0;, M0,, MO; gebildeten Eeke, und die Ungleiehungen 
(6.) werden also Ungleichungen zwischen diesen Winkeln. Es läßt sieh ferner 
unschwer nachweisen, daß in dem hier betrachteten Falle diese Ungleichungen 
gleichzeitig die Bedingungen für die Konvexität des Kubooktaeders darstellen. 


b. Beziehungen zur elliptischen (reometrie. 


Im Vorhergehenden haben wir zwei ein-eindeutige Beziehungen be- 
trachtet: eine solche zwischen dem Kubooktaeder und der Doppelfläche des 
einseitigen Heptaeders, welche flächenweise kongruent ist, und eine Beziehung 
zwischen dem einfachen Heptaeder und der durch ein vollständiges Vierseit 
eingeteilten Ebene. Die letztere ist flächenweise kollinear; es liegt die 
Frage nahe, ob nicht in besonderen Fällen die Kollineationen zu Kon- 
sruenzen werden können. Es kann dies in der Tat eintreten und zwar 
sowohl bei gewöhnlicher als auch bei elliptischer Maßbestimmung. Der 
letztere Fall ist besonders interessant und steht in enger Beziehung zu 
unseren letzten Untersuchungen. Wir wollen dies für einen besonderen 
Fall näher ausführen. Zunächst bemerken wir, daß die Betrachtungen 
des vorigen Paragraphen in der Hauptsache unverändert bleiben, wenn 
wir ihnen statt der gewöhnlichen eine elliptische oder hyperbolische 
Maßbestimmung zugrunde legen. Insbesondere gilt in allen drei Fällen: 
1. Zieht man durch einen Punkt O0 drei Gerade unter rechten Winkeln, 
und beschreibt man um 0 eine Kugel vom Radius 7, so schneidet 
diese die Geraden in 6 Punkten, welche die Ecken eines aus regulären 
Dreiecken und Vierecken zusammengesetzten einseitigen Heptaeders bilden. 
2. Zieht man durch einen Punkt J/ drei Gerade unter rechten Winkeln, 
ferner diejenigen sechs Geraden, welche die von den drei ersten gebildeten 
Winkel halbieren, so werden diese Winkelhalbierenden von einer um ./ mit 
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dem Radius oe beschriebenen Kugel in 12 Punkten geschnitten, welche die 
Ecken eines aus regulären Dreiecken und Vierecken zusammengesetzten 
konvexen Kubooktaeders bilden. Von den 24 Kanten des Kubooktaeders 
werden vier reguläre Sechsecke gebildet, deren Ebenen durch 47 gehen, 
3. Hat man sich für die Größe des Radius g entschieden, so kann man den 
Radius » so wählen, daß das Kubooktaeder und die Doppelfläche des 
Heptaeders flächenweise kongruent werden. — Nehmen wir nun elliptische 
Maßbestimmung an, und bezeichnen wir mit zı die Länge der ganzen Geraden. 
Lassen wir alsdann den Radius o wachsen und mit ihm zugleich den 


kadius ” in der Weise, daß die zugehörigen Polyeder — Kubooktaeder und 
Doppelheptaeder — stets flächenweise kongruent bleiben. In dem Augen- 


' " iı I R ine. . 
blick, wo o die Länge _, erreicht, stößt jeder Punkt der Kugel vom Radius o 


mit dem entgegengesetzten Punkte zusammen, die Kugel degeneriert in eine 
Doppelebene. In dieselbe Doppelebene degeneriert auch das Kubooktaeder, 
indem die vier regulären Sechsecke in Doppelgerade übergehen. Zwei 
zusammenfallenden Punkten des Doppelheptaeders entsprechen wieder zwei 
zusammenfallende Punkte der Doppelebene, sodaß wir nun auch eine ein- 
eindeutige Beziehung zwischen dem einfachen Heptaeder und der einfachen 
Ebene erhalten, welche flächenweise kongruent ist. Der Radius ” der dem 
Heptaeder umbeschriebenen Kugel ist gleich der halben Diagonale in den 


(Juadraten also, wie leicht zu sehen, gleich . 

Wird jetzt das Heptaeder, wie in $ 1, längs des Kantenzuges X, }_Z, 
A_F,Z_A, aufgeschnitten und in eine Ebene ausgebreitet, so werden sich 
die Schnittstellen wieder zusammenfügen, aus der Gesamtfläche wird eine 
Ebene. Wir wollen fernerhin dieses Heptaeder und alle, welche diese Eigen- 
schaft mit ihm gemein haben, als „abwickelbar“ bezeichnen. Es ist jedoch 
wohl zu beachten, daß eine kontinuierliche Überführung eines Heptaeders 
in eine Ebene ohne Zerschneidung niemals möglich ist, auch wenn während 
der Bewegung Änderungen der Längen zulässig sind. Dies beruht darauf, 
daB schon unter den geschlossenen Linien des projektiven Raumes zwei 
wesentlich verschiedene Arten existieren: die Linien der ersteren Art (paare 
Züge) werden von jeder Ebene und überhaupt von jeder geschlossenen 
Fläche in einer geraden Anzahl von Punkten geschnitten, die Linien der 
zweiten Art (unpaare Züge) von jeder Ebene in einer ungeraden Anzahl von 
Punkten. Nur Linien derselben Art lassen sich kontinuierlich (ohne Zer- 
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schneiden) in einander überführen, und ebenso vermag eine Kollineation die 
Art einer Linie nicht zu ändern. Entsprechend hat man Flächen erster Art, 
welche nur geschlossene Linien der ersten Art, und Flächen zweiter Art, 
welche auch geschlossene Linien der zweiten Art enthalten, zu unterscheiden, 
Jede bei einer gewöhnlichen Maßbestimmung ganz im Endliehen liegende 
geschlossene Linie oder Fläche, daher auch jede zu einer solchen Linie 
oder Fläche kollineare ist von der ersten Art. Zwischen Ileptaeder und 
Ebene besteht also der rein topologische Unterschied, daß das Heptaeder 
eine Fläche der ersten, die Ebene eine solehe der zweiten Art ist. 

Die Aufgabe, mit der wir uns hier beschäftigen wollen, ist die 
Bestimmung aller abwickelbaren einseitigen Hleptaeder bezw. aller Gebietsein- 
terlungen einer libene, welche durch Abwickelung eines [Heptaeders entstehen 
können. Nach den Ausführungen in $ 4 und in Anbetracht des Umstandes, 
daß Kongruenz nur ein spezieller Fall der Kollineation ist, ist klar, daß 
nur solche Gebietseinteilungen in Frage kommen können, welche durch ein 
vollständiges Vierseit hervorgebracht werden. 

Wir behandeln die Aufgabe zunächst für die gewöhnliche Geometrie, 
behalten die früheren Bezeichnungen bei und nehmen an, es läge ein 
Heptaeder und eine ihm flächenweise kongruente Einteilung einer Ebene : 
vor. Den in den Flächen $, »,,{ von & liegenden Diagonalpunkten ©:, O,, 0; 
entsprechen auf dem Heptaeder drei in einen Punkt V zusammenfallende 
Punkte. Wegen der Kongruenz der Abbildung müssen, je nachdem V ein 
endlicher oder unendlich ferner Punkt ist, die Punkte 0;,0,, 0. entweder 
alle drei im Endlichen liegen oder alle drei unendlich fern sein. Letzteres 
ist aber ausgeschlossen, da 0:,0,, 0; nicht in einer Geraden liegen können, 
und es sind also 0;, 0,, 0; endliche Punkte. Auf den Seiten des Diagonal- 
dreiecks 0;0,0; liegen die Eekenpaare A,,A_; F,,F_; Z,,Z_ des Vier- 
seits so, daß sie durch die Ecken des Dreiecks harmonisch getrennt werden. 
Nehmen wir an, daß die auf den endlichen Seiten von 0;0,0; liegenden 
Vierseitsecken Ä,, Y,,Z, seien. Dann müssen die Gleichungen bestehen 


0.,2,=0.X,, GI,=0O,F,, 02,=0.Z,, 


weil diese in & liegenden Streckenpaare bezw. gleich den Strecken OX,, 
OY,,OZ, der Heptaederfigur sein müssen. Es sind daher in &e die Punkte 
AX,, 24, Z, Seitenmitten des Dreiecks 0,0,0;, woraus weiter folgt, daß 
Y_, Z_ ins Unendliche fallen. 
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Wir können dieses Resultat auch auf Grund einer allgemeinen Über- 
legung herleiten. Nehmen wir an, es läge irgend eine polygonale Einteilung 
der Ebene e vor, und es existiere ein Polyeder der ersten Art (weiches also 
nur paare Züge enthält), welches der Einteilung von & flächenweise kon- 
gruent ıst, dann ist leicht zu sehen, daß die unendlich ferne Gerade von & 
vollständig aus Kanten der polygonalen Einteilung zusammengesetzt sein muß. 
Andernfalls nämlich könnte man eine Gerade 4 in e ziehen, deren unendlich 
ferner Punkt auf keiner Einteilungskante läge. Diese Gerade würde durch 
die Einteilung von e in eine Anzahl von Streeken eingeteilt werden, und es 
würde ihr auf dem Polyeder ein geschlossener aus ebensovielen Strecken 
sich zusammensetzender Zug entsprechen. Dieser Zug würde wie y einen 
einzigen unendlich fernen Punkt enthalten, und dieser würde keine Ecke 
sein sondern im Innern einer Strecke liegen. Der geschlossene Zug wäre, 
weil er die unendlieh ferne Ebene in einem Punkte schneidet, ein unpaarer, 
entgegen der über das Polyeder gemachten Voraussetzung. Diese Betrachtung, 
welche sich leicht nach versehiedenen Riehtungen verallgemeinern läßt, zeigt 
auf unseren Fall angewandt, sofort, daß eine der Geraden des Vierseits die un- 
endlich ferne sein muß, woraus dann wieder folgt, daß die von den drei andern 
gebildeten Eeken die Seitenmitten des Diagonaldreiecks 0:0, 0; sein müssen. 

Vergleichen wir weiter die ebene Figur mit dem Heptaeder, so sehen 
wir, daß die Winkel des endlichen Dreiecks 0:0,0, in e in der Heptaeder- 
figur als Seiten eines Dreikants erscheinen. Sie sind daher der Bedingung 
unterworfen, daß die Summe zweier von ihnen größer als der dritte ist, 
mit andern Worten, sie müssen spitz sein. Da diese Winkel mit denen des 
Dreiecks A, NY ,Z, übereinstimmen, so haben wir den Satz: 

Damit bei gewöhnlicher Maßbestimmung eine Vierseitserinterlung die 
Abwickelung eines Hleptaeders darstellen könne, muß notwendig eme Gerad. 
des Vrerserts die unendlich ferne und das won den drei andern gebildete end- 
liche Dreieck spitzwinklig sein. 

Aber diese Bedingungen sind auch hinreichend. Denn sind sie erfüllt, 
so kann man zunächst eine dreiseitige Ecke konstruieren, welche die Winkel 


des Dreiecks X, 7,7, zu Seiten hat. Macht man alsdann die Kanten der 
Z,; 
ihre Endpunkte, verlängert sie rückwärts über den Scheitel O0 ins Unendliche 
und bezeichnet mit A_, }_,Z_ ihre unendlich fernen Punkte, so ist sofort 
zu sehen, daß die Flächen des aus den letztgenannten Punkten als Ecken 


leke entsprechend gleich den Dreiecksseiten, bezeichnet mit A,,F,, 
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konstruierten Heptaeders den gleichbezeichneten der Vierseitseinteilung kon- 
gruent sind. 

Ganz ähnlich gestaltet sich die Untersuchung, wenn wir statt der 
gewöhnlichen Maßbestimmung eine elliptische zugrunde legen. Nehmen wir 
alsdann wieder an, es läge die ebene Abwickelung eines Heptaeders vor. 
Dann müssen zwischen den in dieser auftretenden Strecken, wie die Ver- 
gleichung beider Figuren lehrt, die Gleichungen bestehen: 


IB 0.Y,=0:/,, 0:2,=0,Z,, 


. + : Er + ’ 


[0,X2 =0,X., 0,7. =0,7, Z_=0,2. 


Ferner müssen die durch (5.) angegebenen Winkel x, y, 2, da sie 
beim Heptaeder als Seiten eines Dreikants auftreten, den Ungleichungen (6. 
genügen. Sind andererseits diese Bedingungen erfüllt, so kann man zu- 
nächst ein Dreikant mit den Seiten , y, z konstruieren. Wenn man sodann 
auf dessen Kanten und ihren rückwärtigen Verlängerungen die unter (7.) 
bezeichneten Strecken entsprechend abträgt, so gelangt man zu den Ecken 
eines mit der Vierseitseinteilung flächenweise kongruenten Heptaeders. 

Den Bedingungen (6.) können wir eine mehr symmetrische Form 
geben, indem wir die Nebenwinkel «', y', 2’ von x, y. z einführen. Sie lauten 
alsdann: 

a +y+:<2n 
ca + y+r!<2n 
+ y+r!<2n 
+ y+2<2n 


(6°) 





und besagen, daß in jedem der vier Dreiecke, in welche die Ebene durch 
die drei Geraden 0, 0;, 0.0:, 0,0, eingeteilt wird, die Winkelsumme < 2x, 
also der sphärische Exzeß <n sein muß. Da nun der Inhalt der ganzen 
Ebene =2n, der Inhalt eines Dreiecks gleich seinem sphärischen Exzeb 
ist, so besagen jene Bedingungen, daß ein jedes der vier Dreiecke inhaltlich 
kleiner als die halbe Ebene sein muß. Werden also 0;,0,, 0, nur diesen 
Ungleichungen gemäß, sonst willkürlich gewählt, so bilden die Seitenmitten 
der zugehörigen vier Dreiecke die Ecken eines vollständigen Vierseits, 
welches die Abwickelungsfigur eines Lleptaeders darstellt; und man hat so 
ein Vierseit der verlangten Art in allgemeinster Weise konstruiert. Nimmt 


m . nu 
man insbesondere die Ecken 0;,, 0,, 0; in den Abständen „ von einander an, 


2 
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so werden die zugehörigen Dreiecke regulär und kongruent, ihre Winkel 
rechte, das aus ihren Seitenmitten als Ecken konstruierte vollständige Vier- 
seit gibt eine Einteilung in reguläre Dreiecke und Viereeke. Wir haben 
also den besonderen Fall, den wir im Anfange dieses Paragraphen als 
Grenzfall aus einem Kubooktaeder hergeleitet haben. Es ist aber leicht zu 
sehen, daß man auch die allgemeine Lösung der hier behandelten Aufgabe 
in der gleichen Weise als Grenzfall eines mit der Doppelfläche eines Hep- 
taeders tlächenweise kongruenten Kubooktaeders herleiten kann, am ein- 
fachsten, indem man von denjenigen Kubooktaedern ausgeht, die ganz am 
Ende von $5 erwähnt wurden. 

Wir wollen noch eine andere Lösung unserer Aufgabe mitteilen, bei 
welcher die für die Konstruktion lästigen Nebenbedingungen vermieden 
werden. In $ 4 wurde gezeigt, daß es nur auf eine Art möglich ist, das 
einseitige Heptaeder auf die Vierseitseinteilung einer Ebene & tlächenweise 
kollinear abzubilden, und daß, wenn die 7 Kollineationen über die begrenzten 
Flächen hinaus in die unbegrenzten Ebenen fortgesetzt werden, die 7 unter 
(4.) angegebenen \ierseite in das Vierseit in e übergehen. Hier haben wir 
es nun mit dem Fall zu tun, wo diese Kollineationen, so weit sie sich auf 
die begrenzten Heptaederflächen beziehen, Kongruenzen sind. Dann sind 
sie es aber auch in ihrem ganzen Umfange, und wir haben den Satz: 

Wenn das einseitige Heptaeder abwickelbar ist, so sind die unter (4.) 
angegebenen Vierseite, welche die negativen Oktaederebenen «', P', y', Ö' 
aus den Heptaederebenen ausschneiden, dem bei der Abwickelung sich er- 
gebenden Vierseite kongruent. 

Aus der Kongruenz folgt die Gleichheit derjenigen in den Vierseiten 
auftretenden Kanten, welche nach Unterdrückung des Index x gleiche Be- 
zeichnung tragen, also 


. r nr r „IT ‚m 7% 
Y,Z,= Y,/,= N; 4, = Y+2; USW., 
hieraus wieder ereibt sieh. daß auch das auf e” dureh «. ?'.v'.d' aus- 
ben) ) I, u, 
geschnittene Vierseit X_Y/Z,, A,LY_Z,, X, T7}Z_, XZYZZZ den 


übrigen genannten kongruent ist. — Betrachten wir nun die in den Ebenen 
@,P,y',0' liegenden vollständigen Vierseite 


(ee) X2,2,, 2752, 87,25, X21,Z5; 
(8.) 
Yale a), a U vr r rer 4 r GE EVEITS, 
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1 t 


Were Fr, X r7Zz”. 


I 


ID KINZMTEZ ATZE KENGZE 


Die in diesen vorkommenden Diagonalen 

5 20. 5.57, 0.0 Alan 
sind identisch mit den Schnittgeraden 

N, N, N, Eh, 
die Diagonalpunkte sind daher die Ecken des Tetraeders «'3'y'd, und es 
werden also die Punktepaare X_X7, X, X7, Y_YZ, Y,Y), Z_ZZ, 7,7 
durch die Ecken des Tetraeders harmonisch getrennt. Dies gilt für jedes 
Heptaeder. In dem jetzt betrachteten Falle zeigt es sich aber, daß in 
jedem der bei den Vierseiten (8.) auftretenden einfachen Vierecke z. D. 
A,I_A,YZ je zwei gegenüberliegende Seiten gleich sind, woraus mittels 
Dreieekskongruenzen folgt, daß die Diagonalen einander halbieren. Der 
Schnittpunkt ist aber, wie wir sahen, eine Ecke des Tetraeders «ey. 


a. 


Betrachten wir daher eine der Diagonalen z.B. A, A ,, so sehen wir, dab 
die beiden auf ihr gelegenen Tetraedereeken die Mittelpunkte der beiden 
Verbindungsstrecken von A, mit X) sind. Die beiden Verbindungsstrecken 
der betrachteten Tetraederecken sind mithin einander gleich, also gleich der 


elf . 7T 
älfte der ganzen Geraden d.i. = 
Hälfte der ga Geraden d 


5. Da dies für jedes Eckenpaar des 


Tetraeders «'5'y'd’ gelten muß, haben wir den Satz: 
Soll das einsertige Heptaeder abwickelbar sein. so müssen die Ecken 


des zugehörigen Tetraeders der negativen Oktaederflächen a,ß, # ) die 


® 7T . 
Abstände 5) von eınander haben. 


Wir wollen zeigen, daß diese Bedingung auch hinreichend ist, daß 
also die Abwickelbarkeit des Heptaeders lediglich von der Beschaffenheit 
des Tetraeders «'j5'y'0’ abhängt. Um dies in übersichtlicher Weise darzutun, 
gehen wir von der Konstruktion eines beliebigen einseitigen Heptaeders aus. 
Wir können dieselbe leisten, indem wir die mit dem Heptaeder verbundenen 


! 1 


Ebenen «@', A, y', 0", & 


I. 


als Ebenen in allgemeiner Lage, sonst willkürlich 
annehmen. Als Schnitte der Ebene &* mit den Kanten («', 0), (P,y); 


nö 
(9,0), (y', a), (7,0), (e', P') des Tetraeders «'P'y'd’ erhalten wir sodann 
die Punkte AZ, X7, YZ, 77,72, ZZ und endlich die Ecken A_,X,,}_,F,, 


/_,/, des Heptaeders als diejenigen Punkte derselben Kanten, welche von 
den erstgenannten Punkten durch die Tetraederecken harmonisch getrennt 
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werden. — Es wird ferner der Raum durch die vier Ebenen «', 3, y', 0’ in 
8 Gebiete, begrenzte Tetraeder, eingeteilt, und jede fünfte Ebene von all- 
gemeiner Lage dringt, wie die auf ihr ausgeschnittene Vierseitseinteilung 
zeigt, in 7 dieser Gebiete ein, in das achte nicht. So auch die Ebene «*, 
und man erkennt leicht z. B. an dem speziellen Fall in $ 1, wo &” die un- 
endlich ferne Ebene ist und das Heptaeder innerhalb des endlichen Teetraeders 
«'3'y'd' liegt, daß in jedem Falle das Heptaeder in demjenigen von den 
8 Gebieten vollständig enthalten ist, in welches die Ebene &* nicht eindringt. 


Wenn nun die Abstände der Ecken von «'P'y'd’ gleich , sind, so 
sind die 8 in Rede stehenden Tetraeder regulär und unter einander kon- 
gruent, die in ihren Flächen auftretenden Winkel sämtlich rechte, die 
Schnittgerade zweier der Ebenen «', P',y', 0’ steht senkrecht auf den beiden 
andern, und zwei auf ihr gelegene Punkte sind dann durch die auf ihr 
liegenden Eeken harmonisch getrennt, wenn diese die Mitten der Verbindungs- 
strecken jener Punkte sind. Zwei solche Punkte sind daher Spiegelbilder 
zu einander bezüglich jeder der beiden Tetraederebenen, welche nicht durch 
sie hindurehgehen, während bezüglich der beiden andern jeder natürlich sein 
eigenes Spiegelbild ist. Wenden wir dies auf die Punktepaare A_XZ, 
A,A,,I_FZ, TV, Y],Z_ZZ, 7,7; an, so erkennen wir, daß die in «,/, 
” enthaltenen, durch «', 5’, y', d’ ausgeschnittenen Vierseite durch 
Spiegelung an diesen vier Ebenen nur unter einander vertauscht werden, 


und zwar ist jede der vier Ebenen «, ?,y, 0 das Spiegelbild jeder der vier 


Ys Ö, S No, 


Ebenen $5,7,{,&” bezüglich einer der vier Ebenen «', P',y', 0’. Aus alledem 
folgt, daß die 8 Vierseite einander kongruent sind und ebenso also diejenigen 
einfachen Vierecke und Dreiecke, welche nach Unterdrückung des Index & 
gleiche Bezeichnung haben. Mithin ist auch das Heptaeder mit den Flächen 


(1.) zu der Einteilung von e“ flächenweise kongruent. 
Hiernach gelangen wir zu der folgenden allgemeinen Konstruktion: 


. 7} . Bon 7t D 
Man nehme vier Punkte 4A’, 5’, C, D' in den Abständen , von einander an 


Bu 


und eine Ebene e', welche durch keinen von ihnen hindurchgeht, sonst aber 


ganz beliebig ist. Durch die Ebenen «= b’D, f=UD'A, Y=D'A'D, 


ö=.N'b’C wird der Raum in 8 Tetraeder eingeteilt, in deren eines — es 
heiße 7° — die Ebene € nicht eintritt. Durch wiederholte Spiegelung von 
e an den Ebenen «', P', y', d’ entstehen 7 weitere Ebenen; die in 7’ gelegenen 
Teile derselben bilden ein einseitiges abwickelbares Heptaeder, für welches 
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e*=e wird, und die Abwickelung ergibt die Vierseitseinteilung, welche 
sowohl in e’ als auch in den Heptaederebenen auftritt. 

Natürlich erhalten wir in jedem der 8 von «', 9, y', 0‘ gebildeten 
Tetraeder durch Zusammenfassen der darin enthaltenen Teile der Ebene & 
und ihrer Spiegelbilder ein abwickelbares Heptaeder: alle diese Heptaeder 
gehen durch die Spiegelungen in einander über und die zugehörigen Ebenen &' 
sind die 8 Ebenen, aus deren Teilen sie sich zusammensetzen. 

Allgemein gehen durch Spiegelungen eines beliebigen Punktes an 
den Ebenen «', P',y', d’ insgesamt 8 Punkte hervor, welche sich auf die 8 
von diesen gebildeten Tetraeder verteilen. Bezeichnen wir wieder mit 7 
eines dieser Tetraeder und bilden wir den ganzen Raum acht-eindeutig auf 
T ab, indem wir jedem Punkte denjenigen seiner Spiegelpunkte zuordnen, 
welcher in 7 liegt, so wird eine Gerade, da sie durch die Schnittpunkte 
mit @', 5,7, 0’ in vier Abschnitte zerfällt, in 7’ einen aus vier Streeken be- 
stehenden geschlossenen Zug als Bild liefern. Es ist klar, daß dieser Zug 
den Weg eines Lichtstrahls bezeichnet, der sich innerhalb 7 bewegt und an 
den Grenzflächen von 7 reflektiert wird. Lassen wir von einem Punkte 
innerhalb 7’ ein ebenes Lichtstrahlenbüschel ausgehen, so werden die Strahlen 
in ihrem gesamten Verlauf eine Fläche erfüllen, welche als Abbildung einer 
Ebene des Raumes ein einseitiges abwickelbares Heptaeder darstellt. Haben 
wir ferner im Raume irgend eine zusammenhängende Fläche /, so ist ihr 
Bild $& in 7 ebenfalls zusammenhängend, die einzelnen Teile von $ sind zu 
den entsprechenden von F kongruent bezw. symmetrisch. Auf der Fläche & 
sind, wie überhaupt in 7" nur paare Linienzüge möglich. 

Alle diese Betrachtungen sind mit ganz geringfügigen Modifikationen 
auch auf den Fall der gewöhnlichen Maßbestimmung anwendbar. Insbesondere 
ergibt sich auch hier, daß die Abwickelbarkeit des Heptaeders nur von den 
zugehörigen negativen Oktaederebenen abhängt. Von diesen müssen drei 
auf einander senkrecht stehen, die vierte muß ins Unendliehe fallen. Nimmt 
man also drei zu einander senkrechte Ebenen «', 5',y’ an, ferner eine Ebene €, 
welche weder durch den Schnittpunkt von «', ?',y' geht, noch zu einer der 
Schnittgeraden parallel ist, und faßt man alle diejenigen Teile von & und 
den aus € durch (wiederholte) Spiegelungen an «', 5’, y' hervorgehenden 
Ebenen, welehe in einen und denselben Oktanten fallen, zusammen, so hat 
man damit auf allgemeinste Weise ein abwickelbares einseitiges leptaeder 


konstruiert. 
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